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4 F'ERTTSSEMENT. 

L. E nom de la CebmeV/vV ^exprima 
le but principal de cette belle partie 
des Mathématiq.ues^ Il eft formé de 
deux mots grecs qui lignifient par leur 
réunion me/ure de La terre, La Geoméf 
trie a donc pour objet ultérieur la me^- 
fure des terres, ou Tarpentage. Cec 
objet annonce rutilité de la Géomér 
trie, & le degré d’intérêt qu’elle dois 
infpirer. Ou l’étudiera encore avec 
plus de zèle, fi l’on confidère qu’elle- 
j.oint à la pratique de l’arpentage, la 
connoiiTance de toutes les mefures ;r 
foit de longueur , mefures itinéraires > 
aunage j foit de capacité ,.mefuresde3. 

a iii 



vj Ave-rtissement» 
liquides & des grains j foit de f’o- 
lidité, toifé des bois, des murs, des 
foffés , ?&c. - * 

Il eft probable que le -befoin de 
mefurer les terres , & de les divifer 
ht naître les premiers effais géomé- 
triques ; qu*on les appliqua enfuite 
à la mefure d'autres objets moins 
faciles à parcourir, ou même inac- 
ceflTibles, tels furent la largeur des 
rivières, la hauteur des montagnes, 
la folidité des murailles, S^c. &c. 
Mais ces effais ne furent eftimés com- 
plets, qu'au moment oû ils rerra-r 
cèrent fur des tables de bois ou de 
rhétal les terreins , les villes , les 
provinces & les empires qui avoient 



^VERTISSEMÊNT, vij 

tté merurés. On tâtonna long-tems, 
dit la Caille, on réuflit quelquefois, 
& ce ne fut , fans cloute , -qu‘après 
bien des efforts que Ton parvint à 
réduire ces pratiques groflières à des 
principes lumineux. 

Ainfî , les premières ébauches de 
la Géométrie durent être bien lentes 
& bien imparfaites. Après qu’on eut 
trouvé des méthodes pour mefurer 
les diftances, les terreins & les fo- 
lidités , il reftoit encore à former un 
enfemble des principes fur Icfjuels 
ces méthodes étoient fondées. Ce pas 
éioit peut-être le plus difficile à fran- 

r 

chir. L’hiftoire rapporte <\\xEiicUde 
fut le premier qui en eut la gloire. 
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il y a environ deux mille ans. Son 
ouvrage eonfacré par Teftime géné- 
rale de tous les fiècles éclairés, eft 
un de ces monumens précieux & 
rares qui ont échappé aux injures 
du tems. 

' Euclide y conffdère l’étendue dans 
fa première origine, & procédant tou- 
jours du plus lîmple au plus compo- 
fé , il s’élève par une gradation conf- 
iante, depuis le point qu’il fiippofc 
n’avoir pas de parties , jufqu’aux 
folides qui réunifient les trois di- 
menfions de l’étendue, la longueur, 
la largeur & la profondeur. Il ne 
s’arrête pas à difeuter s’il exifte dans 
la nature des points fans parties , des 
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A V E RT 1 s s'^E M E N T, ÎX 
lignes fans largeur, des furfaces fans 
épaifleur. Ces fortes de difcuflions 
ne furent jamais du goût des Géo- 
mètres. 

Peu leur importe après tout qu’il y 
ait ou qu’il n’y ait pas de lignes fans 
largeur , pourvu qu’on ne leur con- 
tefte pas la poffibilité *d’en fuppofer 
dont la largeur foit lî petite , que 
l’on puilTe n’en tenir aucun compte. 
Car enfin il'faut bien partir d’un terme 
fixe 5 Se les Géomètres ont mieux 
aimé partir avec Eucllde àe ctlüi qui 
n'adniet aucune largeur dans les 
lignes , que de démontrer en parti- 
culier les propriétés de celles qui en 
auraient une plus ou moins grande^ 
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Ils ont confîdéré les furfaces fous le 
même point de vue, & par-là ils font 
parvenus à connoître , à développer 
les dimenfîons & les rapports des 
folides d*une manière que l’expérience 
n’a jamais démentie. Tel cft en abré- 
gé Tobjet qui va nous occuper. 

Les anciens Géomètres avoieni ce- 
pendant d’autres ufages que nous 
nous difpenferons de fuivre, à caufe 
de l’inutilité dont ils feroient aujour- 
d’hui. Tel étoit, 1°. celui de donner 
des démonftrations des axiomes , e’eft- 
à-dire , de vérités lî palpables que 
perfonne ne les contefte; par exem- 
ple , ils perdoient un tems précieux 
approuver que le tout ejl plus grand 
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qu*une de fes parties,., .que la ligne 

\ 

droite ejl la plus courte des lignés 

4 

que Von peut tirer d'un point à un 
antre &c, &c. Tel écoic , 2°. Tufage 
de pratiquer les quatre régies d*Arith- 
métique fur les lignes, comme nous 
les pratiquons fur les nombres j d*où 
nous font venues plufieurs exprel^ 
lions qui font vuides de fens pour 
ceux qui ignorent cet ufage des an-5 
ciens : par exemple , multiplier un^ 
ligne par une autre. Tel étoit, 3®. Tu- 
fage de palfer d*une propolîtion ab- 

I 

ftraite à une autre propolîtion, fans 
avoir fait de la première une appli- 
cation pratique. On doit attribuer à 
ce dernier ufage les dégoûts qu*inf- 
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pirent aux étudians les premières 
notions de la Géométrie, & qui en 
ont tant éloigné. Il cd li naturel de 
demander après la démonftration de 
chaque vérité ^bftraitc, à quoi * 
elle ? Noiis nous attacherons dans 
ces Elémens à fatisfaire, tomes les 
fois quil fera poflfible, une impa« 
ticace auffi bien motivée. 


« . • •• * 

ÉLÉMENS 
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UNIVERSELLE 

DES DAMES. 

GÉOMÉTRIE. 

/ 

1. I^A grandeur exprimée par dés 
lignes eft l’objet de la Géométrie ; 
comme la grandeur exprimée par des 
nombres & par des lettres ell l’objet de 
l’Arithmétique & de l’ Algèbre. L’éten- 
due , ou i’efpace , eft le nom ordinaire 
de la grandeur exprimée par des lignes. 
La Géométrie iê définît donc , la fciencc 
de V étendue & de /es différens rapports', 
Z. Cette (ciénce ne confîdère pas 
V étendue en tant qu’elle eft revêtue des 
qualités lenfibles , telles que (ont la du- 
reté , la fluidité , la lumière , les cou^ 
leurs , &c. Mais (bn véritable objet eft 
l’étendue confidérée en tant qu’elle a 
Géométrie, Tome i. A 
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trois dimenfions , longueur , largeur 8 c 
profondeur. 

5. L’étendue en longueur coniîdé- 
rée fans largeur & fans profondeur, (è 
nomme ligne» 

4. L’étendue en longueur & en lar- 
geur confidérées enfèmble indépendam- 
ment de la profondeur, fe nomme fur- 
face. 

5. L’étendue en longueur , en lar- 
geur & en profondeur confidérées en- 
fèmble , (e nomme folide , & quelque- 
fois corps» 

6 . On appelle point line partie d’éten- 
due que l’on confidère’ comme n’ayant 
aucune étendue : telle eft l’extrémité 
d’une ligne. 

Remarquer, qu’il n’y a réellement 
point à^étendue qui ne (bit jointe avec 
les trois dimenfîons; (avoir, longueur, 
largeur & profondeur ; & qu’il n’y a 
pas de point (ans étendue : mais cela 
n’empéche pas qu’on ne puiffe çon(îdére,r 



DE GéoMÉTRIE. 3 

par (lippofition quelques-unes de ces 
dimenficns (ans les autres : par exem- 
ple, on peut confidérer la longueur fans 
la largeur & la profondeur : enfin on 
peut confidérer le point fans aucune 
dimenfion. 

Il y a donc (èulement trois efpèces 
d’étendues, la ligne, la furface & le (b- 
lide ou corps; c’eft pourquoi nous di- 
vifbns la Géométrie en trois Livres. 

Dans le premier, nous traiterons des 
lignes & des figures. 

Dans le fécond, nous parlerons des 
(urfaces. 

Dans le troifième nous traiterons des 
fblides. 

Enfin , après ces trois Livres , nous 
donnerons un Traité de Trigonométrie 
qui fera connoître (ènfîblement Tutilité 
de la Géométrie pour l’arpentage & la 
Géographie, 


Ai) 
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LIVRE PREMIER. 

Des Lignes et des Figures, 

Des Lignes en général , 6 * du. Cercle 
en particulier, 

7. Nous (iippofôns dans ce Livre 
& dans le fuivant, que toutes les lignes 
& toutes les furfaces dont nous parle- 
rons font fur le même plan. Un plan 
eû une furface unie qui n*a ni enfon- 
cement y ni élévation , ni courbure ; tel 
eft fenliblement la furface d’une glace 
bien polie’, & celle d’une table bien 
unie. 

8. Il y a trois fortes de ligne^,^la 
droite , la courbe & la mixte. 

La ligne droite eft celle dont tous 
les points font dans la même direéUon. 

La ligne courbe eft celle dont tous les 
points ne font pas dans la même direc- 
tion. 


- —V -* 
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DE Géométrie. - j 
’ La ligne mixte eft celle qui eft en 
partie droite & en partie courbe. 

5. On peut expliquer méchanique- \ 

ment la formation des lignes , en fup- i 

polânt qu*un point Ce meuve fur un plan 
félon telle ou telle diredion , & que les 
traces relient imprimées lur ce plan , 
fans lailTer d’intervalles entr’elles. Alors, 

I®. la ligne fera droite , lî le point a 
fiiivi pendant toute là marche la direc- 
tion qu’il avoit en commençant à le 
mouvoir-: ainfi dans la Figure i , le 
point A ell parvenu en B làns avoir 
abandonné là direftion primitive; & il 
a parcouru , ou décrit la ligne A B 
iFig, i]. 2®. Si le point B s’écarte à 
chaque inlîant de là direéiion primitive 
^ui l’auroit dirige vers D, & qu’il ar- 
rive en C par la route lînueule BC, 
on appelle cette route lînueufe une ligne 
courbe» 3®. Si le point A parcourt une 
ligne droite , puis une courbe , telles 
•Çue A B & B C , la ligne compofee des 

Aüj 
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deux eft appelée ligne mixte, 4 ®. Enfin, 
une ligne droite rencontrant une autre 
ligne droite , il réfulte de leur réunion 
une ligne totale appelée ligne hrlfe'e. 
Cette réunion de deux lignes porte or- 
dinairement le nom èüangle. 

[ N. 13. Dans ces Elémens de Gio^ 
métrie un point fera dèfigné pàr une 
feule lettre; une ligne droite ^ ou courbe 
fera défignée par les deux lettres qui 
correfpondent à fes deux extrémités ; 
une ligne mixte par trois lettres corref- 
pondantes à fon commencement , au 
changement de direBion ^ & à fa finm 
La ligne brifée , ou V angle fera défigné 
tantôt par une feule lettre pLicée en 
dehors au point de réunion y tantôt par 
une feule lettre placée en- dedans & 
fous le point réunion , tantôt enfin 
par trois lettres placées , comme pour 
la ligne mixte y au commencement , ait - 
changement de dîreSlion & à la fin de . 
la ligne brifée. Les figures auxquelles 
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DE Géométrie. 

o{>par tiendront les lettres , feront e'non'^ 
L'éîs entre deux crochets^ [ ]j côté 
de ces lettres. Lorfquil n*y aura point 
de figure énoncée à la fuite de quel^ 
qaes lettres , elles appartiendront à la 
figure la plus voifine énoncée dans les 
Lignes , ou dans les alinéas fupérieurs, 
.Chaque alinéa renfermant une vérité 
fondamentale , ou une vérité qui devra 
être rappelée , fera précédé d^^un n° , 
afin de ne pas le répéter en le citant ^ 
& éty renvoyer par l'indication fimple 
de fon n°. placé entre deux parent hèfe s 
( ) . . . ^Pour rendre ces Elémens moins 
chers & moins volumineux^ nous avons 
appliqué plufieurs démonjlrations à la 
même figure ,* mais nous exhortons les 
Icêieurs à tracer eux-mêmes pour cha- 
que démonflration le développement 
particulier de la figure^ qui lui ejî re- 
latif. Uopération fera d'autant plus 
facile qu'elle n'exigera d'autres inf- 
trumens que la régie & le compas. On 

A iv. # 
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peut cependant y joindre Téquefre , 
dont à la rigueur un Géomètre doit fe 

paffer Dans chaque figure , les 

lignes qui ne ferviront qu'aux démonfi- 
trations feront ponduées ,* les autres 
feront pleines. Si les leHeurs ne veil- 
lent ou ne peuvent pas tracer pour 
chaque démonfiration un développe- 
ment particulier de chaque figure com- 
mune à plufiejurs démonfirations ,* ils 
pourront du moins couvrir avec de 
petits morceaux de papier non-tranf- 
parent^ les parties de chaque figure 
qui n' appartiendront pas à la démonf- 
tration dont ils ferons actuellement 
occupés. ] 

T O. Des notions qye nous avons don- • 
nées (^) fur la ligne droite, il fuit 
çjue , I la ligne droite qui joint deux 
points tels que A > B , ^ la mefure 
de leur difiance j puifqu’elle elî la plus 
courte de toutes les lignes qu’on peut 
jirer de A à B Deux points 

% 
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DE Géométrie. f ' 

fuj^fint pour déterminer la pojîtion 
d' une Ligne droite quelconque \ car toutes 
les autres droites que l’on voudroit me- 
ner par les mêmes points , Ce confon- 
droient avec elles. ... 5°. Deux lignes 
droites ne peuvent fe couper que dans 
un feul point* Si elles pouvoient avoir 
deux points communs, elles Ce con- 

A ^ 

fbndroient entièrement l’une avec 
l’autre. 

II. Il exifter un nombre infini de 
lignes courbes; mais celle doht les Géo- 
mètres s’occupent le plus conftamment 
cft la ligne circulaire DFBCHED 
[ Fig. Z ] ; parce qu’elle eft de toutes 
les courbes la plus facile a décrire. 
Pour tracer la courbe circulaire, on 
place la poin te fixe du compas fur un 
point A nommé centre , & l’on promené 
fur le plan l’autre pointe du compas. 
La ligne tracée par la pointe mobile 
s’appelle circonférence \ c’eft ici..... 
DFBCHED. La circonférence ren- 

A V 

/ 
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trant (lir elle-mcme , enferme un ef^ 
pace appelé cercle ; c'eft ici tout l’in- 
térieur ombré faiblement & fortement* 
En comparant le cercle avec une roue , 
on a nommé rayon toute ligne tirée du 
centre à la circonférence , telles que 
AB, AC & AD; le rayon prolongé 
en ligne droite au-delà du centre juf- 
qu’à la circonférence , a été nomtné dia- 
mètre ( ce mot eft la réunion de deux 
mots grecs qui lignifient , qui divife 
en deux parties égales ). Une portion 
quelconque de la circonférence , telle 
que BC, ou DFB, ou DEHC, fe 
nomme arc de cercle, La droite EOC 
tirée d’un point de la circonférence à 
l’autre, làns paflêr par le’ centre, eft 
appelée corde relativement à l’arc EHC 
qu’elle foutient. L’efpace renfermé entre 
deux rayons AB, AC, & un arc de 
cercle BC qu’ils terminent, (è nomme 
fecîeur ; il eft ici plus fortement ombré 
^que le refte du cercle. L’efpace ren- 
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DB Géométrie, 

fermé entre une corde E O C & l’arc 
EHC que cette corde termine des deux 
côtés , fe nomme fegment : il eft ici 
moins fortement ombré que le fec- 
teur. 

Pour tracer une portion d’un très- 
grand cercle fur le papier , on (è fert 
d’une régie de bois ou de métal , à une 
extrémité de laquelle on attache la 
pointe fixe. On alïujetit en fuite fur cette 
même régie à la longueur du rayon la 
pointe mobile qui doit tracer; Pour opé- 
rer fur le terrein , on emploie un cor- 
deau au lieu de régie. 

De la defcription du cercle & des dé- 
finitions de (es diverfês parties , il fuit 
que , 1°. la circonférence du cercle eft 
une courbe dont tous les points font 
également éloignés d’un point unique 
appelé centre ; car on fuppole qu’en 
décrivant cette circonférence , l’buver^ 
turc du compas h’a point varié. 2°, Tous 
Us rayons du même cercle font égawç 

Avj 
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3®, Tous les diamètres (ont auffi égaux $ 
puisque chaque diamètre e|l double du 
rayon .... 4®. Chaque diamètre divife la 
circonférence & le cercle ( c^eft-à-dire , 
l’elpace enfermé dans la circonférence ) , 
en deux parties égales. . . . Dans un 
cercle , la plus grande corde eil toujours 
plus petite que le diamètre ; la corde 
en effet ne peut jamais palTer par le 
centre, comme le fait indifpenfâble- 
nient le diamètre. . . 6®. Dans un même 
cercle les arcs égaux (ont foutenus par 
des cordes égales, puifque ces cordes 
mefurent la diüance des deux ex- 
trémités des arcs ; & réciproquement , 
c’eft-à-dire , que les cordes égales (bu- 
tiennent des arcs égaux. Il faut obferver 
içi que par arc foutendu ou foutenti 
par une corde EOC, on entend tou- 
jours le petit arc £HC; non le grand 
arc £DFBC , reôe de la circonférence 
qui efl auilt (butenu par la orde £0 C : 
Çf choix étoit atbitraice , & n’a été dé- 
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Dfi GÉOMIÊTRIE. IJ 
tewniné que par une convention géné-t 
râlement admiiê. 


G’ ell auflî par une convention libre, 
mais très ancienne , que les Géomètres 
ont divifé la circonférence de tout cercle 


quelconque, grand ou petit, en 360 
parties appelées degrés j qu’ils ont fou- 
divifé chaque degré en 60 minutes , 
chaque minute en 60 feeondes , chaque 
féconde en 60 tierces , &c. & à l’in- 
fini par une divifion fexagéfimale. Les 
anciens Géomètres n’ont adopté fans 
doute la divifîpn en $60 8c en 60 , qu’en 
cpnfidération des nombreux divifeurs 


exaéts de ces nombres , tels que 1,2, 


3 » 4 î ^3 9 3 

180. Un degré de cercle nejî donc 

quune fraHion de 3^0, c’efi-à-dire , 
là 360* partie, ou de circonférence. 
On eft dans l’ulâge d’exprimer les de- 
grés , les minutes , les fécondes , les 
tierces, &c. par les caradères fuivans 
placés au haut des chiffres quatre 
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degrés , vingt-fîx minutes , quatre fé- 
condes, douze tierces , s’écrivant ainfî, 
4° ^ 6 ' 4" ii"% &c. 

iz. Un degré n’étant qu’une fraftion 
de 3^0 , & tout cercle, ‘grand ou petit, 
étant divifé en 360® , il fuit de-là que 
la grandeur des degrés varie dans le 
rapport de la grandeur des circonfé- 
rences auxquelles ils appartiennent , 
fans que leur valeur change relative- 
ment au nombre 360. C’efl; la propriété 
fondamentale des fradions , de n’avoir 
par elles -mêmes qu’une valeur relative 
à l’unité, & d’augmenter cependant ou 
de diminuer intrinféquement, fi l’unité 
vaut davantage , ou moins. Ainfi de 
100^ eft plus petit que celui de zoo^, 
mais ils ne font tous les deux que des 
quarts. De même 90° d’un petit cercle 
occupent moins d’efpace que ^0° d’un 
grand cercle ; & cependant ces deux- 
quantités ne font que les ^ de 360", 
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Des Angles^ ou des Lignes inclinées. 

Nous avons dit plus haut que Ton ap- 
peloit angle la rencontre de deux lignes . 
droites, ou de deux lignes courbes. Les 
angles* de la première efpèce font les 
angles reélilignes ,* ceux de la fécondé 
font curvilignes. Nous traiterons des 
premiers dans la Géométrie & dans la 
Trigonométrie ; mais nous ne nous oc- 
cuperons point des féconds qui n’appar- 
tiennent qu’à l’Aftronomie , la Naviga- 
tion & la Géographie. 

Si dans la fig, 3 , la ligne AC ren- 
contre en A la ligne AD , cette ren- 
contre formera l’angle CAD. Le point 
de rencontre A cft le ybmmerde l’angle, 
& les lignes AC, AD en (ont les côtés. 
En nommant cet angle par une feule % 
lettre , on emploie félon l’ulage géné- 
ralement reçu celle du fommet , ici A 
fî on le nomme par trois lettres , il efi: 
encore d’ufage de placer au milieu celle 
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du fümmet, ici G AD. Quelq^uefols en- 
core on le nomme par une feule lettre 
placée entre les deux côtés , ici O. 

15. En décrivant un cercle du Ibm- 
met d’un angle, l’arc compris entre (es 
côtés, en formera la meflire natûrelle , 
& apprendra quelle fraéHon de 5P0® 
exprimera V ouverture de cet angle. 
L’angle CAD augmentant & devenant 
B AD par le tranlport de AC fur AB, 
l’arc CD qui étoit compris entre les côtés 
de l’angle CAD s’aggrandira avec cet 
angle, & deviendra l’arc BD. On peut 
donc dire que la mefure d'un angle qui 
a fon fommet au centre d'un cercle queU 
conque , ejî V arc compris entre fes côtés m 

14. On voit dans la fig, 3 deux cer- 
cles décrits du même centre A, & ap- 
pelés concentriques pour cette raifbn. 
L’arc CD étant égal à | de la circon- 
férence totale du cercle extérieur, & 
l’arc XZ étant aufll égal à -J- de la cir- 
conférence totale du cercle intérieur , ces. 
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deux arcs font égaux à = 45 

8 ^ 

JVIais ces arcs étant la niefure de Tangle 
CAD qui Ce termine au cercle extérieur 
& de l’angle XAZ qui Ce termine au 
cercle intérieur, ces deux angles font 
donc égaux ; ils valent donc aulH chacun 
4Ç° ; ils ont donc aulfi pour mefure les 
^émcs fradions de 560°. Cependant les 
côtés de l’angle CAD font plus lonigs 
que les côtés de l’angle XAZ. Il faut 
en conclure que la grandeur d*un an^ 
efl tout-à-falt indépendante de la 
longueur de fes côtés ^ mais quelle- 
dépend uniquement de la grandeur de 
Varc compris entre fes côtés. 

Les angles tirent leur nom de leur 
grandeur relative au cercle dont le cen- 
tre efî placé à leur lommet. On appelle 
aigu l’angle qui a pour mefure moins 
de 90® , ou moins d’un quart de circon- 
férence : tels font ici BAC, CAD, 
EAP. On appelle l’angle qui a 
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pour mefure : tels (ont ici E AB > 
B AD. On appelle obtus ^ l’angle qui 
a pour mefure plus de tels forrt 

ici EAC, P AD. En réfûmant , on 
trouve l’angle aigu <Cyo°> Pangle droit 
= po°, & l’angle obtus ^90®. 

Le complément d’un angle ou d’un 
arc , eft ce qui manque à cet angle ou 
*à cet arc pour qu’il foit de 90^ ^ c’efl-à- 
dire, pour qu’il complette.yin quart de 
circonférence. Le fupplément d’un an- 
gle ou d’un arc ell ce qui manque à 
cet angle ou à cet arc , pour avoir 
Exemple, Un angle aigu de 55:® a pour 
complément un angle de 55°, &• pour 
fupplément MVi angle de I4f°. Un angle 
obtus de 100° a pour fupplément un 
angle aigu de 80°, & réciproquement: 
de forte qu’un angle & Ton fupplément 
font de différente dénomination , s’ils 
ne font droits tous les deux. Mais un 
angle a toujours pour complément un 
angle de même dénomination ; car iis 
font tous les deux aigus* 
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, 1$. De ces définitions, il fuit que 
^eux angles font égaux , lorfquils ont 
le meme fupplément y ou le même com- 
plément. 

\6. Théorème. Les angles oppofés 
au fommet font égaux* 

On appelle angles oppofés au fom- 
viet , I®. les angles CAD & PAE, 
qui font formés par l’in ter fedion des 
deux lignes ED & PC. z°. Les angles 
P AD & CAE formés par l’interlec- 
tion des deux mêmes lignes PC & DE. 

Les angles CAD & PAE ont le 
même fupplément, c’eft-à-dire , l’angle 
obtus CAE; ils font donc égaux (15)» 

De même, les deux angles P AD & 

CAE ont l’angle aigu PAE pour (up- 
plément commun ; ils font donc égaux.' 

Ufage de ce Théorème* Veut-on me- 
furer l’angle A [ Fig, 4 ] d’un baftion 
dont on ne peut approcher ? on pro- 
longe à l’oeil & à l’aide des piquets ou * 
jalons , le^ deux côtés de l’angle A juf- 
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qu’en C & E, pour former le triangle 
Ï 5 C E. Il cft facile d’en melurer les 
deux angles C & E. Avec cette fomme 
on trouve l’angle B; parce que les trois 
angles de tous triangles (ont égaux à deux 
droits, comme nous le prouverons bien- 
tôt {66 ), L’angle B étant connu donne 
l’angle A qui lui efi oppofé au fommet* 

17. Deux angles ou un nombre quel^ 
conque d'angles formés par une ligne 
tombant fur une autre ligne , équivalent 
toujours à deux angles droits. S’il y a 
deux angles , ils font meforés par une 
demi-circonférence qui vaut deux angles 
droits : tels font [ Fig% 5 ] les angles 
EAP & P AD. De meme les trois angles 
EAB. BAC, CAD font meforés pac 
la demi-circonférence EBCD. 

18. Quatre , ou un plus grand nom^ 
hre d'angles formés par V interfeUbon 
de deux ou de plufieurs lignes , équi-^ 
valent toujours à quatre droits» En 
ed'et , quel quefoit leur nombre , ils font 



ÎI. 


DE Géométrie. 

toujours mefurés tous par deux demi* cir- 
conférences égales à quatre droits , c’ell- 
à-dire, par une circonférence entière. 

Des Lignes perpendiculaires» 

ip. On appelle perpendicidaire (mot 
latin qui figniiie ligne d\i-plomb) toute 
ligne qui tombant (lir une autre forme 
avec elle deux angles droits. Ainfi A B 
5 ] tombant ftir ED , & formant 
deux angles droits , efl une perpendicu- 
laire. 

lo. L’incUnailôn d*une ligne fiir une 
autre eft mefûrée par l’angle qu’elle 
forme. Or les deux angles formés par une 
perpendiculaire font droits ; la perpendi- 
culaire n’efl: donc pas plus inclinée d’un 
côté que d’un autre , ou plutôt elle n’eû 
point inclinée. 

Si on décrit du centre C [ Fig. î ] 
Sc du rayon CD, perpendiculaire à 
AB, la circonférence DEFGD , l’arc 
DE fera égal à l’arc EF, ou tous les 
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deux =90”. Donc leurs cordes ED, 

,, EF feront égales (n). Donc le point 
E fera à égale diftance de D & de F, 
comme le point C. Ainlî la ligne AB 
aura deux de (es points également éloi- 
gnés chacun de D & de F. Tous ces 
autres points feront donc autant éloignes 
du point D que. du point F. 

Réciproquement , f les deux points 
A, E de la ligne droite AB font chacun 
également éloignés de D & de F, cette 
ligne A B fera perpendiculaire à D F* 
Car deux des points de la ligne AB 
étant chacun à égale dilîance de D & 
de F, tous les autres points de AB ont 
cette même propriété. Donc DC=CF ; 
par conféquent la ligne AB divifc en 
deux également la ligne D F. De plus 
E D = E F. Donc les arcs E D , E F font 
égaux ; ils font donc chacun de 
donc A B eil perpendiculaire à D F. 

21. Enfin, fi AB efi perpendiculaire 
à D F , & fi d’ailleurs fôn point A ell 
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également éloigné des points D & F , 
tous les autres points de la ligne A B 
auront la même propriété que le point 
A ; fans quoi cette ligne ne feroit plus 
perpendiculaire à la ligne D F. l/n feul 
point donc pour déterminer la 

pofition d*une perpendiculaire ^ quand 
on a déjà la ligne fur laquelle on veut 
la mener. 

Il efl évident que la ligne droite D F 
eft plus courte que la ligne brifée DEF , 
& que par conféquent DC, moitié de 
D F , eft plus courte que DE, moitié de 
DEF , & à plus forte raifon que toute 
autre oblique DA. 

■2.Z. On doit donc regarder la per- 
pendiculaire menée d’un point donné 
liir une ligne droite comme la vraie 
inefùre de la diftance de ce point à la 
ligne dont il s’agit. 

D’après ce que nous venons de dire , 
il eft facile de réfoudre les problèmes 
fuivans. 
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‘!‘‘^.ProbléineI. Divifèr la ligne donnée 
D C en deux parties égales [ Fig, 6 ]. 

Réponfe, On décrit des points D & 
C pris pour centres , & du même rayon 
D G deux arcs de cercle qui lè coupent 
aux points G & H, & par ces deux 
points d’interfedion on mène G F H , 
qui divilera la ligne D C en deux éga- 
lement au point F. 

24. Problème II. Mener d’un point 

donné G hors d’une droite AB une 

• 

perpendiculaire G F fiir cette ligne ? 

Réponfe. Je décris du centre G un 
arc DC qui coupe la ligne AB aux 
points D & C, Je divife enfuite D C 
en deux parties égales DF & FC, & 
par les points F & G je mène F G 
qui (èra la perpendiculaire demandée* 
Car deux de ces points , (avoir F & G , 
font chacun à égale diftance des deux 
points D & C de la ligne AB. Donc 
FG eft perpendiculaire à AB* 

Ufage. Un jardinier traçant un par- 
terre 
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terre veut-il mener du point G une 
perpendiculaire fur la ligne ABi' Pour 
cela il fixe le bôut de fon cordeau 
autour d’un piquet planté au point G. 
Avec Pautre bout, il trace l’arc de cercle 
D C, puis il prend avec fcn cordeau 
la longueur DC, & replie le cordeau 
fur lui- meme pour avoir le milieu Fj 
fur lequel GF fera perpendiculaire, 

25’. Comme il n’y a qu’un feul point 
F qui foi t le milieu de la ligne DC, 
& qu’on ce peut mener d’un point à 
un autre qu’une feule ligne droite , on 
en doit conclure que d’un point pris hors 
d’une droite, on ne peut mener qu’une 
feule perpendiculaire à cette droite. 

z 6 . Problème III. iVîener par un 
point donné F de la ligne AB une per- 
pendiculaire à cette ligne ? 

Réponfe, Je prends d’abord D F = 
FC, enfuite des centres D & C , & 
du même intervalle DG, je décris 
deux arcs qui fe coupent en G , & ayant 
Géométrie^ Tome I, B 
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mené F G , je dis qu’elle fera la per- 
pendiculaire cherchée.' Car deux de les 
points font chacun à égale diflance de 
D & de C. 

Ufage, Un jardinier veut-il mener 
fur le point F une perpendiculaire i 
la plate-bande AB; il prend deux points 
D & C également diOans de F , plante 
à ces points deux piquets auxquels eft 
fixé fon cordeau dont il a marqué le 
milieu. Il tend enluite ce cordeau par 
le point-milieu , qui détermine le point 
G , vers lequel doit s’élever la perpen- 
diculaire menée de F. 

Z7. Il eil donc évident que d’un point 
pris fur une ligne, on ne peut élever 
qu’uns feule perpendiculaire à cette 
ligne. 

2 8.. Si le point donné F étoit à l’e^:- 
trémité de la ligne AB, on prolonge- 
roit cette ligne , & on éleveroit la per- 
pendiculaire , comme il vient d’être dit. 
Mais fi on ne pouvoit pas prolonger la 
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ligne donnée , on (e (èrviroît d*une mé- 
thode que nous indiquerons bientôt. 

Des Lignes parallèles^ 

Deux lignes A B, CD \Fig. 7] font 
parallèles , lorlque leur diflance efl par- 
tout la même. Par exemple. Ci toutes 
les perpendiculaires EG, F H, OP, 
&c, que l’on peut mener de la ligne 
A B fur la ligne C D font égales , les 
lignes A B , CD font parallèles. Deux 
points (uffifànt (10) pour déterminer la 
pofition d’une droite , il faut (eulement 
que deux <fe ces perpendiculaires foient 
égales, par exemple , FH, OP, pour 
aflurer le paniliélifme de la ligne CD 
qui pafîera par leurs extrémités H 
& P. 

Toutes les perpendiculaires abaif^ 
fées entre deux lignes parallèles étant 
égales , il fuit que deux lignes parai-'- 
Lèles ne peuvent jamais fe rencontrer à 

Bij 
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yue/que dijlance qu’on les fuppofe pro* 
longées. 

Ufiige, Veut-on bâtir un mur paral- 
lèle à un mur acceflîbie, on mène deux 
perpendiculaires à ce mur ; & par les 
extrémités de ces deux perpendiculaires 
d’égale longueur , il eft facile de tracer 
les fondemens du mur demandé. 

Lorfqu’une ligne quelconque NQ 
coupe deux parallèles AB, CD, cette 
ligne (appelée fécante ^ du mot latin 
qui coupe) forme par fon interfeéHon* 
1°. des angles alternes- internes* Ces 
angles font ici l’angle X placé à la 
droite de la fécante NQ, & l’angle Z 
placé à la gauche de la fécante. De cette 
polîtion , fur les différens côtés de la 
fécante vient le nom alterne , auquel 
on joint celui ^interne parce que ces 
angles font renfermés en-dedans des pa- 
rallèles. 2*. La fécante forme avec les 
parallèles des angles correfpondans. Ces 
angles font ici l’angle Y & l’angle Z 
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placés du même côté de la fécante , tous 
les deux au-defTus , ou tous les deux 
au-defibus des parallèles (pofition cor- 
refpondante ) , & par conféquent l’un 
en-dehors & l’autre en-dedans" des pa- 
rallèles. 3®. La fécante forme avec les 
parallèles des angles alternes- exurnes* 
Ces angles (ont ^ ici l’angle Y placé i 
gauche de la fécante, l’angle V placé à 
la droite de la fécante. De cette pofition 
llir des côtés différens de la fécante leur 
vient le nom ^alternes , auquel on joint 
•elui ^externes , parce qu’ils font placés 
hors des parallèles. 

Il faut bien retenir que les angles 

alternes-internes font placés tous les 

deux en-dedans des parallèles , &• des 

deux côtés de la fécante ; que les angles 

, aXterne's^externes font placés tous les 

deux en-dehors des parallèles, & d^ 

deux côtés de la fécante enfin que les 

angles correfpondans font placés tous les 

deux du même côté de la fécante^ 

« • 

uj 


V. 
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l’un au-deiïîis d’une parallèle , 8 c Tautre 
au - dedus de la feccnde parallèle, 
30. Prouvons que ,1°. les angles cor- 
refpondans Y & Z font égaux. La gran- 
deur des angles dépend de l’inclinaifon 
des lignes. Or les deux parallèles qui 
forment les angles Y & Z avec la fé- 
cante font également inclinées vers ellej 
puifqu’eiles s’approcheroient l’une de 
l’autre , & .cefièroient par conféquent 
d’étre parallèles , fi l’une étoit plus in- 
clinée que l’autre vers la fécante. Donc 
les angles c'orrefpondans font égauo^ 
Les angles alte^nes-internes X & 
Z font égaux. Car l’angle X eft égal 
à l’angle Y oppofé à Ton fommet (i6) ; 
mais cet angle Y efi égal à l’angle Z Ton 
correlpondant. Donc les angles X & Z 
Ibnt égaux. Donc les . angles alternes-, 
interne^ font égaux. 3°/ Les angles Y 
& V alternes-ex ternes font aufli égaux. 
Car l’angle Y eft égal à l’angle Z parce 
gu’Us fon^ correlpondans 5 mais^ cet an*- 
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gle Z efl égal à l’angle V appofé à Ton 
Ibmniet ; donc Tangle Y eft égal à l’an- 
gle V. Donc les angles alternes ~ex~ 
ternes font égaux, 

31. Réciproquement, fi des angles 
correfpondans , ou des angles alternes- 
internes , ou des angles aiternes-externes 
font égaux , les deux lignes qui avec 
une fécante forment ces angles , font 
parallèles. 

3 Z. Problème, Mener d’un point don- 
né G la parallèle G D à la ligne A B ? 

Réponfe. On décrira du centre G & 
d’un intervalle quelconque GF un arc 
indéfini F LM, enfuite du point d’in- t 
terfeâion F pris pour centre , & du me- 
me intervalle F G , on décrira l’arc ' 

G K. On prendra F L = G K , & la 
ligne GL menée par les points G & L 
fera la parallèle demandée, puisque les 
angles alternes-internes AF G & FGD 
feront égaux. 

35. De l’égaliié des angles correl^ 
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pondans, il. fuit i°. que fi deux angles 
BAC,NLM [ Fig. 8 ] ont leurs côtés 
Ab/ LN, & AC, LM parallèles, 
ces deux angles font égaux. Car fi l’on 
prolonge NL julqu’à la rencontre D 
de la ligne AC, on aura NLM = 
NDC = BAC. 

54. Z®. Que -pour mener une per- 
pen(Ticulaire AF à l’extrémité A de 
la ligne AB \_Fïg» p ] , on peut mener 
d’abord la perpendiculaire GD fur la 
ligne AB , & mener enfuite par le point 
A la ligne AF parallèle à D C. Elle 
fera la perpendiculaire demandée. Car 
FAB = DOB. . 

3 y* 3°* parallèles FG, 

IL \_Fig. 1.0] qui traverfent un cer- 
cle , coupent fur (à circonférence deux 
arcs égaux FI, LG. Car fi on mène 
le rayon CM perpendiculaire fiir FG, 
il fera aufil perpendiculaire fur IL , à 
caufe des angles correfpondans CD F , 
CHI. Or*FIM=MLG, & IM=: 
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M L , parce qu’ils font femblablcment 
placés fur le cercle j donc FIM — 
IM=MLG — ML, ou FI = GL. 

^11 en (croit de mcmc fi une de ces 
parallèles étoit tangente (ce que l’on 
verra plus bas) ou fi elles l’étoient toutes 
deux. Jufqu’ici nous n’avons confidéré 
que deux parallèles; s’il y en avoit uil 
plus grand nombre , elles auroient les 
mêmes propriétés. 

Des Lignes perpendiculaires coîijîdc- 
rées dans le cercle» 

35. Soit le rayon CM ^Vig. 10] per- 
pendiculaire à la corde FG; il efi-clait 
que le point C efi également éloigné de 
F & de G , & par conféquent que tout 
autre point du rayon CM eft égalejnent 
éloigné de F & de G ; on a donc F D = 
D G , & FM == M G. L’arc FIM eft 
donc égal à l’arc M L G , ou l’angle 
F C M = l’angle M C G ; c’e(l-à-dire ^ 
que tout rayon ou diamètre perpendi'*. 
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culaire à une corde , coupe en deux 
parties égales cette corde 0 Varc qu elle 
Jbutend.. ' 

/ 57. Réciproquement, fi la corde F G 

eft divifée en deux également par le 
rayon CM, ce rayon (êra perpendi- 
culaire à la corde F G, & divifèra en 
deux également l’arc FMG ou l’angle 
FCG : en effet, ce rayon a deux points 
C & D également éloignés de F & de 
G ; donc il efi perpendiculaire à F G, 
& par conféquent MF = MG. 

38. Si la corde F G eft divifée en 
deux également & perpendiculairement 
(far la ligne DM, il n’efi pas difficile 
de démontrer que cette ligne pafle né- 
ceflâirement par le centre C ; puifque 
le point D de la perpendiculaire D M 
étant également difiant de F & de G, 
tous (es autres points doivent avoir 
la meme propriété. Le centre C efi 
dans ce cas ; donc la perpendiculaire 
,DM doit pafler par le centre. 


Digitized by Go^jglc 



DE GliOMÉtRiE. 

59. De-ià il lîiit que de ces trois 

» 

chofes , être perpendiculaire à une 
corde , La divijer en deux également y 
pajfer par le centre , deux étant poféeSy 
la troijiéme fuit nêceffairement, 

40. Problème. Pour faire quelqu’ap- 
piicatlon de ces principes, propofons-! 
nous de divifer l’arc DMC en deux 
également [ Fig» 6 ~\> 

Réponfe. On mènera la corde* 

& on divilêra cette corde en deux éga- 
lement & perpendiculairement par la 
ligne GM qui coupera l’arc DMC en- 
deux parties égales au point M. 

4 T. Problème» Divifer l’angle DGC 
en deux parties égales ? 

Réponfe. On décrit du Ibmmet G 
comme centre, & d’un intervalle quel- 
conque G D l’arc D M C. On divife 
endiite cet arc en deux également au 
point M, & ayant mené MG, il eil 
évident que cette ligne divUè en deux 
également l’angle DGC, 
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4z. Si on divife de la même manière 
l’angle DGM en deux parties égales, 
on aura le quart de l’angle D G C , en- 
fuite le huitième , le fèizième , &c. 11 
ell donc facile de divilèr par la Géo- 
métrie élémentaire un angle quelconque 
en Z, 4,8,16^, 52, &c. parties égales, 
jVIais lorfqu’il s’agit de diviler un angle 
5 ï 5’ > 7 > P > parties égales, 
c’eft un problème dont la difficulté ne 
peut être appréciée que par ceux qui 
font déjà avancés dans l’étude de la Géor 
métrie, 

45. Problème. Soit propolé mainte- 
nant de faire pafîèr une circonférence 
par trois points A, B, D qui ne (oient 
pas en ligne droite [Fig, ii ]? 

Réponfe. Ayant mené AB & BD, 
on divifera ces deux lignes en^ deux 
également & perpendiculairement par 
FL & GI, dont le point de concours 
C fera le centre du cercle cherché. Car 
on aura pat la conjîrucîion , A C = 

CB , 
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CB, & CR = CD; donc AC=CDî 
& par confé^uent fi du rayon CA on 
décrit la circonférence ABDA, elle 
paflera par les trois points A, B, D. . 

44» De-la il luit que trois points 
A, B, D qui ne font pas en ligne, 
droite déterniineiit la pofition d’un cer<^ 
de, 11 eft donc impoflible que deux cir- 
conférences de cercle fe coupent en plus 
de deux points. Car fi elles Ce coupoient 
en trois , elles ne feroient plus qu’une 
lèule & meme circonférence. 

Les trois points A , B , D ne peuvent 
jamais etre fiippoles en ligne droite , 
parce que fi Ton pouvoir faire palîèc; 
une circonférence par trois points en 
ligne droite , il feroit poflible de ihener 
plufieurs perpendiculaires d’un même 
point fiir une droite ; ce qui efi im- 
poflible, 

4 y. Si l’on vouloir trouver le centre 
d’qne circonférence, ou d’un arc de 
cercle donné, on prendroit à* volonté 

GeometrU^ Tome /. C 
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dans cette circonférence , ou dans cet 
arc, trois points que l’on joindroit par 
deux cordes ; & l’on divilèroit ces cordes 
comme cî-defliis. Le centre cherché lé 
trouvera toujours au point de concours 
des deux lignes de divifîon* 

Des Tangentes, 

Une droite MT [Fig. lo] qui n’a 
qu’un lèul point M de commun avec la 
circonférence FMG fè nomme ran- 
gente , & le point commun M fe nomme 
jjoint de contacl, 

46^. Menons du centre C au point de 
contaft M le rayon CM; ce rayon fera 
plus court que toute autre ligne C O K , 
mené du centre C à quelque point de 
la ligne MT. Donc il meliirera la dil^ 
tance du centre C à la ligne MT; j 
donc il fera perpendiculaire à cette 
ligne ; donc tout rayon ou diamètre qui j 
aboutit au 'point de contait ^ ejl perpen- j 
dicuiairè à la tangente qui fé termine I 
au même points | 
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47. Réciproquement, une droite quel- 
conque MT perpendiculaire àTextrê- 
mité ’ M du rayon C M eft tangente à 
ce point M: car MT étant perpendi- 
culaire au rayon C M , tous les autres 
points de la droite M T (ont plus éloi- 
gnés du centre C que le point M. Donc 
ils font tous hors du cercle , à l’excep- 
tion du point M , qui feul efl: commun 
à cette ligne & ^ la circonférence. 

48. Problème. Mener une tangente 
à un point donné M d’une circonfé- 
rence ? Réponfe. On mènera d’abord 
5 e rayon CM, & l’on fera sûr qu’z/ne 
perpendiculaire à V extrémité du rayon 
ejî tangente au cercle. 

.49. Lorlque deux, ou un plus grand 
nombre de cercles (e touchent en un 
point, (bit en-dehors, (bit en-dedans, 
la ligne qui pa(Te par leurs centres pafle 
aufll par leur point de contad. Car la 
même tangente MT \_Fig. iz]» eft 
perpendiculaire aux rayons CM, AM. 

Cij 
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Donc ces rayons ne font qu’une feule 
ligne dfoite qui aboutit aux deux cen- 
tres, & qui paffe néceflairement par le 
point de contaft. On a donc CA==s 
CM + AM. 

Dé la mefure des angles relative 
au cercle» 

Lorfqu’un angle eft central^ c’efl-à- 
dire , lorfqu’il a fbn fômmet place au 
centre d’un cercle , il a toujours pour me- 
fure l’arc de ce cercle compris entre (es 
côtés. Mais ce cas n’ell pas le plus ordi>* 
naire ; fouvent le fommet eft placé à la 
circonférence , fouvent il eft placé au- 
deftlis ou au-deflbus du centre, quelque- 
fois même il Ce trouve hors du cercle. 
Nous allons fixer la mefùre des angles 
dans tous ces cas. 

Un angle peut avoir fôn fommet 
placé à la circonférence , & être formé 
par la réunion d’une tangente & d’une 
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corde. Cet angle appelé angle du feg“ 
ment B AD Ifig^ 15] > ^ pour mefure 
la moitié de Parc foutendu par la corde* 
Pour le démontrer, du centre C on 
mène le diamètre HCG parallèle à la 
corde AD, le rayon CF perpendicu- 
laire fur cette même corde , & le rayon 
CA au point A de contad. Cela pofé, 
BAC eft un angle droit ainfî que 
FCG; donc FCG = BAC, & ils 
peuvent être pris Fun pour Fautre , de 
même que leurs mefûres. Or la mefure 
de l’angle central F C G eft Farc F A G 
compofé des arcs partiels F A & AG. 
Les angles alternes -internes A CG, 
DAC étant égaux , Fon peut prendre 
leurs mefures l’une pour Fautre , & 
attribuer à l’angle DAC Farc AG 
mellire de fbn alterne - interne. Donc 
BAC — DAC ou BAD, angle du 
iêgment, a pour mefure Farc F AG — 
AG = FA=|- de Farc AFD com- 
pris entre lès côtés. 

Ciij 
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f T, Il fuit de-là que V angle infcrit, 
a pour me f are la moulé de V arc com^ 
pris entre fes côtés. L’angle infcrit , 
c’eil-à-dire , compris entre deux cordes, 
qui eft ici D A K , fait portion de l’angle 
du lêgmentB AK. Cet angle du lègment 
a pour melure ~ AK ,ou jAD-f-^DK. 
Donc B AK — BAD = DAK a pour 
niefure | A K — ^ A D = ........ 

i(AK — AD)==-*DK. 

^ <jz. V angle central ejl double de 
T angle infcrit appuyé fur le meme 
arc. Car fi l’on (up^ofe un angle central 
appuyé fur l’arc DK, il aura pour me- 
fure cet arc entier , tandis que l’angle 
infcrit DAK appuyé fur ce même arc 
n’en a pour mefure que la moitié. 

Tout angle infcrit appuyé fur 
le diamètre eJl un angle> droit. Il a en 
effet pour mefure la. moitié de l’arc lut 
lequel il eft appuyé, c’eft-à-dire, la 
moitié d’une demi-circonférence. 

J 4* 'Tous les angles infcrits appuyés 


üiQi: 
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fur le meme arc , font égaux '’ , puif- 
qu’ils ont la meme meiure* 

■5 f . Problème. D’un point hlFig. 14] 
donné hors d’un cercle, mener une tan- 
gente à ce cercle? Réponfe . Tirer: du 
point A au centre du cercle une ligne 
droite CA. Partager en deux également 
cette ligne , & du point-milieu B avec 
le rayon BC, décrivez une circonfé- 
rence. Cette circonférence coupera le 
cercle aux deux points M , M ; de forte 
que les lignes tirées du point A aux 
points M , M , feront des tangentes à 
ces points. Car fi on mène le rayon C M i 
l’angle infcrit CM A appuyé fur le 
diamètre C A iêra droit (53)» ^ 
ligne AM perpendiculaire au rayon C M 
fera une tangente. Ce problème a tou- 
jours \ comme l’on voit , deux foiutions ; 
ce qui prouve que d’un point donne hors 
d’une circonférence , on peut toujours 
mener deux tangentes à cette circon- 
férence, 

Civ, 
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^6. Tout angle excentrique a pour 
mefure la moitié de Varc compris entre 
fes côtés , plus la moitié de Varc corn.’- 
pris enne le prolongement de fes côtés. 
On appelle excentrique un angle dont 
ïe lommet eft placé en-dedans du cercle 
& hors du centre : tels font \_Fig, i j ] 
les angles BA.D & F A B. Prolongez 
les côtés de Pangle B AD juf^u’en F, 
& G : du point G tirez une parallèle 
à A D. L’angle aigu B A D = B G E 
înlcrit & fon correfpondant. Mais 
BGE=l’arc |BE = fBD-f-iDE. 
Or DE = FG( 55 ). Donc BAD = 
BGE = |BD-f-iFG. S’agit-il de 
l’angle obtus F AB ? Il vaut avec B AD 
ïbn fuppiément i8o°, ou une demi-cir- 
conférence , ou la moitié delà circonfé- 
rence entière B F G E D B. Donc. . 
FAB={BFGEDB— -BAD; & en 
fîibftituanf la valeur de l’excentrique 
BADjOn trouve FAB=jBFGEDB 
— .iBD — iFG=’BF-hiGD. 
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• ^7. Tout angle cïrconfcrit a pour 

mefure la moitié de la différence des 
arcs convexe & concave interceptés par 
fes côtés. On appelle angle circonf- 
crit celui dont le fommet efl: hors du 
cercle. Soit \_Fig, 16] l’angle BADj 
il a pour melure 7 (BD — Gl). Pour 
îe démontrer , on tire par le point G 
la ligne GE parallèle à AD. L’angle 
B AD correfpondant de B GE, lui eft 
égal & a la même mefure. La melure de 
l’angle infcrit B G E eft 7 B E. Mais 
B E = B D — E D ; ou par l’égalité des 
arcs G I, ED, on a BE=BD— GI; 

& fBE = i(BD — GI) , mefure de 
B G E & de (bn égal B A D. ^ 

58. Si la fécante AB devient la tan- > 
genteAF, l’angle F AB = 7 — 

F G ) ; & fi l’autre fécante AD devient 
la tangente AM menée du point A , on 
aura l’angle F AM = i.(FBEDM-7^ 
FGIM). 

jÿ. Un angle formé par une corde 

Cy 


-Digilized by Google 



0 


46 Élémens 

& par U prolongement d'une autre 
corde hors d'un cercle^ a pour mefure 
la moitié de la fomme des arcs fou~ 
tenus par ces cordes. L’angle B AD 
iFig* 17 ] joint à l’infcrit EAD vaut 
une demi-circonférence, ou 180°. Mais 
l’angle infcrit EAD = fED, Donc 
(bn Tupplément B A D a pour mefure 
I la moitié du refte de la circonférence , 

c’efl-à-dirc', { ( E A A D ). 

N. B, [ Pour achever la théorie des 
lignes , nous devrions traiter ici des 
J Lignes proportionnelles avant que de 

I parler des Figures. Mais la connoif^ 

lance géométrique des lignes propor- 
tionnelles étant flibordonnée à celle du 
triangle & du rectangle , nous les ren- 
voyons à la fin de ce Livre , c*ell-à-dire , 
apres - les Figures. ] 

’ ' * < 

^ Z>es Figures. 

r • 

60% On appelle figure tout ’efpace 
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terminé de tous côtés par des lignes. - 
Si ces lignes font droites , la figure 
qu’elles forment eft reéîiligne ; fi elles 
font courbes , la figure fe nomme cur^* 
viligne» Ces lignes font dans les deux 
cas les côtés de la figure , & leur (bmme 
en eft le contour ou le périmètre. L’en- 
femble forme ce que l’on appelle un 
polygone (en grec figure à plufieurs 
angles ). 

Nous ne parlerons ici que des 
figures redilignes. Or il eft aifé de 
voir qu’il faut au moins trois lignes 
droites pour renfermer un eipace. Ainfî 
le premier & le plus fimpie de tous 
les polygones eft le triangle , ou une 
figure de trois angles & de trois côtés.. 
On l’appelle aufti trigone ( en greç 
figure à trois angles ). 

Après le triangle vient le quadrila>4 
1 ère ou tétragone , figure de quatre 
côtés; enfiiite le pentagone de cinq 5 
\ hexagone y de fîx; X heptagone y de 

Cvj 
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fept; Vod:ogone ^ de huit ; le 

décagone , de dix : .... le dodécagone , 
de douze ; . . . . le pentèdècagone , de 
quinze , &c. Nous infillerons principa- 
lement fur le triangle , parce que les 
autres polygones s’y rapportent facile - 
ment* 

Du Triangle, 

Un triangle dont les trois côtés font 
égaux , fe nomme équilatéral. S’il n’a 
que deux côtés égaux , il fe nomme 
ifofcèle (en grec aux jambes égales 
Enfin fi tous (es côtés font inégaux , 
il Ce nomme fcalène ( en grec , boiteux). 
Un triangle qui a un angle droit le 
Homme recîangle , & le côté oppofé à 
l’angle droit (è nomme hypothénufe 
en grec ^ placé au- dejfous). 

Le côté oppofé à un angle quelcon- 
que d’un triangle fe nomme la àafe de 
cet angle. 

Deux côtés quelconques d’un 
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• 

triangle font une ligne brifée. Leur 
fômme eft donc plus grande que le troi- 
fième côté. 

^5. Si on fait palTer une circonférence 
par les fommets iFig. A, B, C 
des trois angles d’un triangle ABC, 
ce triangle fe trouvera infcrit dans la 
circonférence ABC. Or on peut faire - 
pafler une circonférence par trois points 
de cette efpèce ; il eft donc toujours 
poftible d’inftrire un triangle donné* 
dans un cercle. 

<^4. Cela pofé, l’angle ABC=7AC, 
l’angle A CB a pour mefure tAB, & 
l’angle B A C a pour melure | B C ; donc 
ABC-f-ACB-i-BAC = iABC = 
.380°. Donc la fomme des trois angles 
d*un triangle quelconque ejl égale à 
180°, ou à deux droits» 

Cette propofîtion eft li importante & 
d’un ufage fi général , qu’elle mérite 
d’être démontrée d’une fécondé manière. 
Soit le triangle ABC [Fig* & 
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l’on tire -par le point A une ligne AE 
parallèle au côté B C. Cette parallèle 
forme au point A avec le côté AB trois 
angles F , O , A , dont la fbmme eft 
de i8o® (17). Or l’angle F==C, Ion 
correfpondant ; de même l’angle 0 =B 
fon alterne-interne ; & enfin l’angle A 
appartient au triangle. On peut lubfti- 
tuer aux angles F & O leurs égaux G 
' & B. On voit alors que les trois an- 
- *gles C , B & A du triangle (bnt égaux à 
i8o^ 

65. De-là on peut conclure que fi 
on prolonge un côté quelconque AC' 
C Fig, 18 ] , V angle extérieur B AF efl 
égal à la fomme des deux angles in- 
térieurs oppofés ABC, A CB. Car la 
fbmme de ces deux angles & de l’angle 
BAC= 180°; de même l’angle 
FAB-f-BAC = i8o®; donc, &c* 

65. Que l’un quelconque des angles 
d’un triangle efi le fupplément de la 
fomme des deux autres , & que par con-t 
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lequent fi on connoît deux angles d'un 
triangle, ou feulement leur fomme , 
on aura le troifiéme , en ôtant cette 
fomme de i8o°. 

67. ' Qu’un triangle quelconque ne 
peut avoir qu’un leul angle droit , ou 
qu’un fèul angle obtus ; auxquels cas 
les deux autres (ont néceffaireraent 
aigus. 

68. Que dans un triangle redangle, 
l’un des angles aigus eft complément de 
l’autre ; d’où il eft facile de conclure la 
valéfer de Tun quand on connoît celle 
de l’autre. 

69. Que dans un triangle quelconque 
les côtés oppofés aux angles égaux , font 
égaux , & réciproquement. Car les 
cordes égales AB, BC \_Fig» 20’] (bu- 
tendent des arcs égaux, & réciproque- 
ment. 

70. Que dans un triangle quelconque 
le plus grand angle eft oppofe au plus 
grand côté, le plus petit angle au plus 
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petit côté ; & réciproquement. Il ne 
faut pas croire cependant que les cordes 
croifTent dans le même rapport que les 
angles , en forte qu’un angle double , 
par exemple , (bit oppofé à une corde 
double. Nous verrons dans la Trigo- 
nométrie le rapport de leurs accroiflfe- 
mens, 

7i« Que dans un triangle ifbfcèle un 
.lèul des angles étant connu , les deux 
autres le (ont immédiatement. Car fî 
on connoît l’angle A ou Ton égal C , 
on aura l’angle B = i8o° — Si 
on donne au contraire l’angle B , on 
aura A = C==5o® — jB=|-(i8o° — B). 

7z. Que les angles oppofés aux côtés 
égaux dans les triangles ifofcèles (ont 
-toujours aigus. 

7?. Que chaque angle d’un triangle 
équilatéral = 6o°. Car (es angles font 
tous égaux ; leur fomme =.180°. Donc 
chacun = 60 °, 

74» Si 'du Ibmmet B d’un triangle 
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irofccle BC on abaifle la perpendicu- 
laire B F fur la bafe AC, tous les points 
de cette perpendiculaire feront chacun 
à égale diftance de A & de Cj & par 
conféquent la bafe AC fera dlvifée en^ 
deux également au point F. Car AB =: 
B C , à caufe du triangle ilbfcèle ABC. 
Donc, &c. 

7^. Remarque. Toutes les fois que 
les deux angles de la baie d’un triangle 
Ibnt aigus , la perpendiculaire abaiflee 
de Ibn (bmmet tombe en -dedans du 
triangle; mais fi l’un des deux eft obtus, 
cette perpendiculaire tombe en-dehors. 
Voye'i les triangles ACB, FCB, 
[ Fig, 21 ]. La démonflration eil aifée. 

De la JîmîUtiide & de Vègalïté 
des triangles. 

y 6 . Deux triangles font femhlahles 
lorlque les angles de l’un font refpec- 
tivement égaux aux angles de l’autre. 
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Si l’angle BAC \.Flg. 21], efl égal 
à l’angle bdf\_Flg, 25], & à l’angle 
bac \Fïg* 24]; fi l’angle ABC eft 
de même égal à dbf & à abc\^ 
enfin l’angle '&(lA.-=zbfd=:bca ^ les 
trois triangles feront fcmblablcs l’im à 
l’autre , & tous deux au troifième. Mais 
ces triangles n’ont pas leurs côtés égaux 
les uns aux autres ; il s’enfuit que la 
fîmilitiide des triangles n’eft fondée que 
fur l’égalité des angles , & non fur celle 
des côtés. C’eft ainfi qu’un grand cercle 
eft femblable à un petit cercle , ou 
mieux , eft de même figure qu’un 
petit..,,, qu’un grand quarré eft lèm- 
blable à un petit. . , fans que ces deux 
cercles ou ces deux quarrés fbient égaux. 
{bdfCe prononce petit b df pour le 
diftinguer de grand B D F. ) 

77. égalité des triangles affede à- 
la-fois leurs angles & leurs côtés, elle 
n’exifte que dans le cas où les trois 
angles ôc les trois côtés de l’un font 
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^gaux aux trois argles & aux côtés qui 
leur correfpondent dans l'autre triangle, 

Êemarqùe» Les Ledeurs font iu'- 
vités à bien étudier la diflindion de la 
fimUitude & de Végalité des triangles, 

La .première n’a pour objet que l’éga- • 
iité relpedive des angles ; & la fécondé 
a pour objet l’égalité refpedive & de 
ces mêmes angles & des côtés. Ils pour- 
ront auffi , pour plus de facilité , ne pas 
nommer les côtés par leurs lettres , mais 
ils diront grand côté, (Tun triangle 
grand côté de Vautre , &c. &c. 

Lorfque deux triangles Ibnt lem- 
blables , les côtés oppofés aux angles 
égaux le nomment côtés homologues ^ 
(du mot grec de même dénomination')^ 

En général, on appelle dimenjîons ho- 
mologues de deux figures , les lignes 
de même dénomination dans l’une & 
dans l’autre , ou même des lignes tirées 
de la même manière dans l’une & dans 
l’autre. Per exemple, dans deux cer- 
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des, les rayons ^ les diamètres, les cir- 
conférences ,* les arcs d’un égal nombre 
de degrés , ainfi que leurs cordes , font 
des dimenfîons homologues. 

Cela pofé , nous allons faire connoître 
les cas dans lelquels on peut conclure la 
fîmilitude ou l’égalité de deux triangles, 
78. I. Deux triangles qui ont deux 
angles refpecîivemetit égaux font fem- 
hlahles» Car le çroiiîème eft égal de 
part & d’autre , parce qu’il eft leur 
fupplément commun. Donc fi deux 
triangles rectangles ont chacun un 
angle aigu égal de part & d'autre , 
ces deux triangles feront femblables. 

79 - II. Deux triangles (ont lembla- 
bles lorfque tous leurs côtés homologues 
font parallèles. Car alors tous leurs 
angles font refpedivement égaux , étant 
des angles correfpondans. 

80. II f. Deux triangles font fem- 
hlables , lorfque tous les côtés de Vun 
font perpendiculaires aux côtés honio-^ 
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Vogues de Vautre , ou lorfqu’étant pro- 
longés ils Ce rencontrent à angles droits. 
Il fuffit pour s’en convaincre de faire 
faire un quart de révolution autour d’un 
point fixe à l’un de ces triangles , car 
alors (es côtés homologues feront tous 
parallèles à ceux de l’autre triangle. 

8i, IV. Si un nombre quelconque 
de parallèles DF, IL, AC, coupe 
les côtés d’un angle ABC, tous les 
triangles BD F., BIL, BAC feront 
fèmblables. Car outre qu’ils ont l’angle 
B commun , tous les angles B D F , 
BIL, BAC font égaux, comme cor- 
refpondans ; il en efl: de meme des 
angles BFD,BLI, BCA. 

Si les deux triangles ABC, V df 
font femblables , & qu’on imagine le 
triangle hdf^oCè fur le triangle ABC, 
de manière que l’angle b tombe fur 
Ton égal B , & le côté db fur fbn lio- 
iTsologue AB, le côté df repréfenté 
alors par DF fera parallèle à la bafe 
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AC. Car le triangle BD F égal à. h df 
fera fèmblable au triangle ABC. Donc 
l’angle BDF = BAC. Donc les lignes 
DF & AC (ont parallèles (75)), 

8z. V. Si deux triangles ont un angle 
égal & les côtés qui comprennent cet 
angle égaux^depart & d’autre, ils font 
égaux & lemblables. 

En effet, fi le triangle BD F qui a 
déjà l’angle B commun avec le triangle 
ABC, avoit auffi les dçux côtés BD, 
BF, égaux refpeâivement à AB, BC; 
il eff évident que ces deux triangles 
fe confondroient. 

85. VI. Deux triangles ABC, ahc^ 
qui ont tous leurs côtés homologues 
égaux , font égaux & femblables, 

. Pour le prouver , imaginons le trian- 
gle abc pofé fur ABC, de manière 
que le côté ac tombe fur AC; il ell 
clair que puilque AB=^r^, & que 
= le point b doit fe trouver 
fur les deux arcs décrits, l’un du centre 
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A & du rayon AB, l’autre du centre 
C & dtf rayon CB. Donc il fe trouvera 
fur leur interfedion B. Le triangle abc 

O 

fe confondra donc avec ABC, & lui 
ièra par conféquent égal & (emblable, 
- 84 . VII. Si deux triangles abc y 
ABC ont deux côtés homologues 
égaux, aby AB, & BC, bc avec les 
angles A 8c a oppofés à l’un de ces 
côtés égaux de part ' & d’autre , je dis 
que ces triangles lêront égaux & fem- 
blables , pourvu que les angles C , c 
oppofés aux autres côtés égaux AB, 
al> (oient de même efpèce , c’eft-à-dire , 
ou tous deux aigus , ou tous deux obtus. 

Polbns l’angle baCyCur l’angle BAC, 
le point b tombera fur le point B , à 
caufe de AB = û^, & le point c 
fur quelque point de A C , à eau le 

de l’angle BAC = bac» Mais 

3c = BC; donc le point c doit tomber 
aulfi fur quelque point de l’arc C E- 
décrit du centre B & du rayon BC. 


0 
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Donc il efl ou en E , ou en C, Of le 
triangle BEC étant ifofcèle, les angles 
égaux C , E font aigus , & par confé- 
quent Eangle AEB eft obtus. Donc fî 
les angles C & font tous deux aigus, 
le point c tombera fur le point C ; le 
triangle abc fera donc confondu avec 
ABC, & lui fera égal & lèmblable. 
Mais fi les angles ^;,C, ou plutôt e, E 
font obtus, le point e tombera en E, 
& par conféquent le triangle abe fera 
confondu avec AEB , & lui fera égal 
& femblable. 

85. De ce que nous venons de dire 
fur l’égalité des triangles , il fuit ^ 
1°. que deux obliques parallèles AB, 
CD \^Fig, zç] comprifes entre deux 
autres parallèles AD, BC, (ont égales. 

Car fi l’on mène AF & DE per- 
pendiculaires fur BC, le triangle ABF 
fera femblable au triangle C D E. Oc 
par la nature des parallèles AF = DE« 
Donc le triangle AB F cil égal au 

triangle 
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triangle CDE ; donc AB = CD: on 
prouv croit de même que A D = B C. 

S 6. Que tout triangle ABD 
[Fig. i6] peut être circonfcrit à un 
cercle , c’efl-à-dire , que Ton peut dé- 
crire au-dedans de ce triangle une cir- 
conférence qui touche tous ces côtés. 

Il (uffit pour cela de divilèr deux de 
ces angles en deux parties égales , & de 
mener du point de concours des deux 
lignes de divifîon une perpendiculaire fut 
l’un des trois côtés, n’importe lequel. 
Cette perpendiculaire fera le rayon de la 
circonférence cherchée. Car les triangles 
ACE, AC G font égaux. Donc CE = 
CG; & CG = CH, à caufe de l’éga- 
lité des triangles BCG, B CH. Donc 
les trois perpendiculaires CE, CG, 
CH peuvent être rayon d’un même 
cercle inlcrît dans le triangle propofé. 

87 . On a auffi BG = BH,... 
HD = ED, AE = AG, & appe- 
lant P le périmètre , ou la lomme des 
Geométrkt Tome /• D 
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trois cotés du triangle A B D , on 
aura p = zAE-h zED-+-zBH =; 
aAD4-zBH = z(AnH-BH) = 
Z (B D-f- A E) = i ( A B -h E 1 )).^ Donc 
A E= A B — BD H- ED= AB— BD-4- 
AD — AE; d’où l'on tire 2AE = 
AB — BD-+-AD, & enfin A E == 
AD-hAB — RD 

; le point E eft 

Z 

donc déterminé. Les points G & H 
peuvent l’être dct même. Il n’y aura 
donc qu’à faiie palTer une circonférence 
par ces trois points. Cette méthode nous 
apprend que le calcul donne les mêmes 
ïéfultats que la pratique. 

88. Si le triangle étoit reâangle en 
B, Tangle CB H, moitié de ABD, 
feroit de 45°; Ton complément B CH 
(croit donc auffi de 45° ; & le triangle 
ECH feroit irofcèle. Donc CH = 
BH=:‘^ — AD. Car on a eu (87) 
/ P = z(DA-f-BH), d’où l’on tire 
facilement B H = 7 1? — A D, Donc 

Z A 
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le rayon du cercle infcrit dans un trian- 
gle redangle eft égal à la moitié de 
lôn périmètre moins l’hypothénule , ou 
côté oppofé à l’angle droit. 

* 

Des tétragones , des polygones plus 
compofès ^ & de leurs propriétés 
gêné > aies» 

89. Les polygones (e rangent natu- 
rellement (ous trois divifîons , les irré~ 
guliers , les /'ymmétriques Si les 
guUers. On appelle irtégulltrs les po- 
l)gones dont toutes les parties (ont iné- 
gales , arg'es & cotés. La fymméirlc 
n’afteéle que les côtés, fans atl'cfter les 
angles; elle exige feulement l’égalité 
& le parallclifme des cô’és oppofés. Les 
polygones réguliers enfin ont toutes 
leurs parties égales , cotés & angles. 

Le quadrilatère ou tétragone {figure 
à (jucwe côtés) régulier s’appelle rjuarré \ 
ABDC l^Flg* 17]. Le quadrilatère 

Dij 
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(ymmétrique s’appelle parallélogramme 
(d’un mot grec figure à côtes paral- 
lèles) XYVT \_Fig, 28]. Si le pa- 
rallélogramme a tous (es angles droits^ 
il efl: iurnommé redangle , ou même il 
le nomme rectangle AB O P \.Fig, 27 ]• 
Si un parallélogramme dont tous les 
côtés fèroient égaux, n’avoit d’angles 
égaux que les angles oppofés, il (èroit 
appelé lofange ou rhomhe ( nom grec 
& romain du poiflbn appelé aujourd’hui 
carrelet^ dont la forme eft celle d’une 
iofànge à angles émoufles) EF G H 
[_Fig. 27]. Le trapèze (nom grec 
d’une table ) enfin eft un quadrilatère 
qui a feulement deux côtés parallèles 
XYVZ iFig, 28]. 

Une ligne quelconque Y T qui tra- 
verfe un polygone en pafTant d’un angle 
à un autre fe nomme diagonale ( du 
mot grec à travers les angles), 

, On appelle angle f aillant celui dont 
le (bmmet (brt de la figure » comme 
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ABC \_Fig. 30], & on nomme angle 
Tentrant celui dont le lônimet eft au- 
dedans de la figure,. Tel eft l’angle 

fde; 

^o. Suppolôns maintenant qu’un po* 
lygone n’ait pas d’angle rentrant, & 
cherchons quelle efl la fomme de les 
angles intérieurs ABC,BCD, CDE,. 
&c. [ Fig. ^ 9 ]. 

De l’un quelconque A des angles 
de ce polygone", on peut mener les 
diagonales AC, AD‘, AE qui divîlent 
le polygone en aut^t de triangles qu’il 
a de côtés moins deux. Or il eft évi- 
dent que la (bmme de tous les angles 
de. ces triangles eft égale à celle des 
angles intérieurs du polygone ; donc 
la Ibmme des angles d-’un polygone eft 
égale à i8o° multipliés par le nom- 
bre de £bs côtés ^ moins deux ; en 
forte que fi on appelle s la (bmme des 
angles du polygone, & n le nombre 
de fes côtés, on aura j=i8o°(n— 

D Ui 
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Donc I®. la fomme des angles d*ui! 
quadrilatère quelconque =560®; la 
fomme des angles d’un pentagone =: 
540® ; &c. 1®. L’un quelconque des 
angles d’un polygone régulier 

.180" (-t) , Car alors tous les 


angles intérieurs font égaux. Donc leur 
fomme ed égale au produit de l’un quel- 
conque de ces angles par leur nombre, 
par confé^uent Tun de ces angles, ou 

= 180 ( i ~ — V Oji voit donc 
n V . ' >î / . , . 


que les angles d’un- polygone régulier 
font d’autant plus obtus , ou approchent' 
d’autant plus de 180®, que ce poly- 
gone a plus de cotés. 

De-là il fuit que chaque angle du- 
ttiangle équilatéral =do®; que chaque 
angle du quarré =90®; que celui du 
pentagone régliiier == lo -® ; qne celui 
de 4^hexagône régulier =tio®j que 
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celui de l’heptagone régulier = 
iz8® 54' 17"-+- 7' > &c. &c. 

91 Quant à la (omme des fupplémens 
des angles intérieurs d’un polygone quel- 
conque qui n’a pas d’angîe rentrant , elle 
eft encore plus facile à déterminer. Car 
chaque fupplément = 180° moins l’an- 
gle intérieur auquel il appartient ; donc 
la fomme de tous les -fupplémens. 

= i8o°X/ 2 — la fomme des angles in- 
térieurs == 1 80° X 180° (n — z) = 
S 60^, 

pz. SI un polygone a' des angles ren- 
trans, la (bmme- de tôus les fupplémens 
des angles faillans, plus tous les angles 
rentrans = 5^0° - 4 - 180*^ pris autant 
de fois que le pol)gone a d’angles ren- 
trans [ Fig. JO ]. 

Car la fomme de tous les fùpplé- 
mens des angles laillans du polygone 
A B CF E I = Or fi on fait un 
angle rentrant F D E : la (bmme des 
fupplémens augmente de E F D H- D E F_ 
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OU de i8o® — Tangle rentrant F DE. 
De même , fî on faifbit un autre angle 
rentrant BHC, la fomme des fupplé- 
mens feroit 560°-!- i8o° X z— FDE-^ 
CH B. Donc en général la fomme des 
fuppléinens des angles faillans, plus la 
fomme des angles rentrans =560° -4- 
autant de fois 180® que le polygone a, 
d^^gles rentrans* 

Des Polygones Jymmétrlques, 

« 

515. Püifque les côtés -oppofés d*un 
polygone fÿmmétrique doivent être pa-. 
rallèles & égaux ÿ il eû clair ,1°. que. 
le nombre de ces. côtés efl toujours pair 
Z®, que tout polygone régulier d’un, 
nombre pair de côtés eft en même-tems 
fÿmmétrique. 

Cela pofé , fi de chaque angle d’un 
polygone fÿmmétrique on mène des 
diagonales aux angles oppofés, les trian- 
gles oppofés au, fommet AOIi COR 
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iàu polygone AB CF El iFig, 30] 
feront égaux. Car le côté AI eft égal 
& parallèle au côté homologue CF; 
donc l’angle O F 0=0 AT, & l’angle 
FCO = OIA. Les triangles AOI, 
CO F, font donc femblables. D’ail- 
leurs , ils ont un côté homologue égal 
de part & d’autre, (avoir,. AI, CF» 
Donc ils (ont égaux, 

94. De-là il fuit que AO = FO,. 
que CO = CI, &c. Donc toutes les 
diagonales AF, CI, B E , &c. fe cou- 
pent en deux parties égales au meme 
point D qu’on peut appeler à cau(ê de 
cela le centre du polygone fymmétri-i 
que. Une diagonale quelconque AF 
divile donc le polygone (}'mmétrique 
en deux parties égales & femblables , 
puifqu’il-y a de part & d’autre de cette 
diagonale autant de triangles égaux & 
femblables. 

En général, toute droite NL 
palTant par le centre O d’un poly- 
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gone (ÿmmétrique eft divifée en deux 
également au point O , & partage 
le polygone en deux parties égales & 
lèmblables. Cela fe prouve par l’éga- 
lité & la iimilitude des triangles oppo- 
ies aux fommets. 

p6. De ces propriétés on peut dé-- 
duire une manière facile de décrire un 
polygone Ijmmétrique d’un nombre de 
côtés donné. Veut-on, par exemple, 
décrire un polygone (ymmétrique de 
lîx côtés f On mènera par le point 
O, trois droites EOB, GDI, FDA 
qui falTent entr’elles des angles quel- 
conques. On prendra enfuite CO=r 
O T, & d’une grandeur arbitraire; de 
même AO = OF, EO==OB, & 
par les points A , B, C , F, E , I , ainlî 
trouvés, on mènera AB, BC, &c. qui 
feront les fix côtés du polygone de- 
mandé, Cela eft évident, puifque les 
trianglec A O B , F OE ayant deux côtés 
égaux autour d’angles égaux , doivent 
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être égau\ & femLj'kabies. Donc AB eft 
égal & parallèle à F E , &C. 

Des Polygones réguliers^ 

97. Tout polygone régulier peut être 
înfcrit & clrconfcrit à un cercle. 

Cela fe réduit à prouver qu’il y a au- 
dedans du poljgone intérieur [ Fig, 31] 
un point C également éloigné des fom- 
mets de tous les angles , & tel en méme- 
lems que les perpendiculaires menées 
de ce point fur chaque côté du poly- 
gone foient égales entr’eiles , & divifent 
chaque côté en deux parties égales. 

Or fi on divifê en deux également 
tous les angles ABD, B DF, &c. par 
les lignes CB, CD, &c. je dis que 
toutes ces lignes fe rencontreront au 
point cherché' C. En effet , les angles 
ABD, BDF, &c. étant égaux, leurs 
moitiés ABC, CBD, CDF, CFD, 
font égales. Donc tous les triangles 
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ABC, BCD, DGF, &c. (ont i(ôf^ 
cèles & femblables. Donc AC=BC=s: 
CD = CF, &c. Donc le cercle dé- 
crit du rayon CB palTe par tous les 
fbmmets des angles du polygone donné. 

58. Pour prouver maintenant que l’on 
peut circonfcrire tout polygone régu- 
lier à un cercle , il faut faire voir que 
les perpendiculaires au polygone exté- 
rieur [Fig, 31] CR, CO, CE, &c. 
font égales. Or les triangles A CB, 
BCD, &c. étant ifolcèles , les perpen- 
diculaires CR, CO, CE, &c. divilènt 
en deux également les côtés fur leC- 
quels elles tombent (74) ; de plus, 
l’angle CBO=CBR. Donc les trian- 
gles reftangles CB R, CB O font 
égaux & femblables. Donc CR=CO; 
on prouvera de même que C O = 
CE = CN, &c. Donc toutes ces per-i 
pendîcuîaires font égales. 

• 59. De-là il fuit que le côté d’un 

polygone quelconque régulier infcrit 

dans 
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iàans un cercle eft la corde d’un arc 

3<?ô° 

de — ^ ^ étant le nombre des côtés 
n 

du polygone. Ainfi le côté d’un triangle 
écjuilatéral infcrit ^ ell la coçde d’un arc; 
de izo°* 

On voit par ce qui précède , qu’i^ 
efl facile d’infcrire dans un cercle un 
polygone régulier donné. Mais lorlqu’iJi 
s’agit d’imcrire dans un cercle donné. 
Un polygone régulier d’un nombre d« 
côtés donné, c*eft un problème que la 
Géométrie élémentaire ne peut rélbudre 
que dans très-peu de cas. Nous allonsç 
les expofer brièvement, 
loo. Prohltmt. ïnfcrire dans uncerclt 
donné un triangle et^uilatiraL D’un 
point quelconque B pris lûr la circon- 
férence donnée, comme centre, & du 
rayon B C , je décris l’arc A C D qui 
coupe en A & en D la circonférence $ 
par ces points A & D , je mène AD,’ 
& prenant AG, DG égaux chacun ^ 
Géométrie, Tome L g ' 
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AD , j’aurai le triangle A DG qui Ceri 
équilatéral. 

Car ayant mené les deux cordes AB, 
BD, les triangles A CB, BCD fe- 
ront équilatéraux. Donc les angles 
A C B , B G D , ou les arcs A B , B D 
feront chacun de 6o° ; & par confc- 
quent l’arc total ABD fera de izo®. 
Or la’ corde de lao*’ ell égale au 
côté du triangle équilatéral. Donc , 
&c. 

lOT. Puilque l’arc AB eft de 
îâ corde AB ell le côté de rhéxagone 
régulier inlcrit. Or 'AB = CB. Donc, 
le côté de Vke'xagpne régulier infcrît 
ejl é.gcil au rayon» 

102. Si on divilè l’arc AB en deux’ 
parties égales , la corde de la moitié 
de cet arc fera le côté du dodécagone 
régulier; on peut donc ," par' la Géo- 
métrie élémentaire infcrire dans un 
cercle les polygones,^ réguliers 3 , ^ , 12 , 
4^» côtés. 
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105. Problème. Infcrire un 
dans un cercle donné l 

Si en mene deux diamètres perpen- 
dicuiaires l’un à l’autre ; je dis qu’ils 
couperont la circonférence donnée à 
quatre points par lefquels fi on mène 
des cordes , elles (èront les quatre cotés 
du quarre demandé, puidjue les arcs 
rcutenus par ces cordes font chacun de 

ÿo”. ' 

104. Lorlqu’cn voudra circonferire 
à un cercle donné. un poljgone régu- 
lier, on commencera par inferire dans 
ce cercle un polygone d’un’ égal nom- 
bre ‘de’ côtés,' Cela fait, du centre G 
on abaiflera lur' chaque côté, comm& 

t 

AB 31] une perpendiculaire 

CR. Enfuité par le point 'R, on fera 
pafler la tangente A RB qui rencontrera 
en A & B les rayons CA, CB pro- 
longés, & on aura AB poiir l’un des 
côtés du polygone cherché. On fera la 
meme chofè pour les autres côtés BD, 

E ij 
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DF, fecç. & par-là le polygone chercha 
(è trouvera décrit. 

On voit en effet, que les triangles 
ACR, RGB, BCO, OCD, &c. 
(ont tous égaux entr’eux. Donc AB= 
BD=r=DF, &c. Mais AR=RB = 
jAB=BO,&c. Donc ce cercle donné 
touche chaque côté du polygone ABDF,» 
&c. par le milieu. Ce polygone eft donc 
circonfcrit au cercle donné. 

Des Figures femblahles, 

loç. Deux figures font fêmblables^ 
lorfqu’ayant égal nombre de côtés, tous 
les cotés de l’une font proportionnels 
aux cotés homologues de l’autre, & que 
de plus tous les angles de l’une font 
refpeftivement égaux à ceux de l’autre. 

io6» D’où il faut conclure que tous 
les polygones réguliers d’un égal nom- 
bre de côtés font des figures fomblables , 
^ que par conféquent les cercles font 


Digitized by Google 



DE Géométrie. 77 
tous (èrablables entr’eux , puifqu’on 
peut les regarder comme des polygones 
réguliers d’une infinité de côtés, 

107. Si deux figures ABGDE, 
abc de \^Flg. jz], ibnt femblables , 
le contour ou le périmètre ( mot grec 
qui fignifie contour ) de la première 
figure, lèra au contour de la leconde, 
comme un côté quelconque A B pris 
dans la première figure eft au côté ho- 
mologue a b pris dans la fécondé , ou 
comme un nombre quelconque de côtés 
AB-+-AE-+-DE pris dans la première 
eft au même nombre ah -^ae-^de de 
côtés homologues pris dans l’autre. 

Car AB:û^;:BC:^c:;DC;t/t.':: 
DE : &c ; donc la (ômme des an- 

técédens , ou le périmètre de la pre- 
mière figure *efi: à la fbmme des con- 
féquents , ou au périmètre de la féconde', 
comme A B : ^ , ou comme AB-j- 

A E -♦-D E , Site i ab ae de ^ &c, 
ic^. De-là il (uU que les^pMVîoars 

•f-t • • • 

Eiij 
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de deux polygones réguliers \_F'ig. 55] 
ABDEFG, (ont entr’eux :: 

le côté AG : au côté homologue agi 
la portion BAG F du périmètre du 
premier polygone ; la portion homo- 
logue bagfàxi fécond. Or fi G efl: 
le centre de ces polygones , à caufe des 
triangles ilofcèles & '(emblables aCg'^ 
A G G , on aura A G : a g : G G : Og^ 
Donc ABDEFG:a^ BAGF: 
h.agfiiCGi Qg, 

Remarque, On appelle apothème la 
perpendiculaire GP abaifice du centre 
du polygone fur un de Tes côtés , ou du 
fommet d’un des triangles fur (a bafe ; 
ce mot efi la réunion des mots grecs qui 
tombe d'en-haut, 

JO}. Les circonférences de deüx cercles 
font donc entr' elles comme leurs rayons 
Sc comme deux arcs quelconques AG, 
a. P y compris entre deux rayons GA, 
CG. 

Et puifqu’on a d’ailleurs G G ; Cg ; ; 
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KG : ag ^ on aura auflî A G F E D B : , 
agfedb. : : l’arc A G r l’arc ag \ \ la 
.corde A G : la corde a g : : C G : C g, 
Ainfi les circonférences AG FE D B : 
agfedb contenant chacune 5^0 degrés, 
leurs arcs correfpondans A G , ag , con- 
tiennent autant de degrés l’un que l’au- 
tre. On voit donc bien que la mefure 
d’un angle en degrés eft toujours la 
meme, de quelque rayon que l’on dé- 
crive l’arc qui doit mefuter cet angle# 
Il O. Si dans deux figures fèmblables 
ABCDE, ahede \_Fig, 51] on mène 
les diagonales AD & AC, ad & ac^ 
elles feront proportionnelles entr’elles 
& aux côtés homologues AE, ae* Cac 
les triangles ADE, a de font fembla- 
bles , ayant premièrement, un angle égal 
E, e; les côtés autour de cct angle 
proportionnels. On a donc AD ; a r/ : : 
AEr^ie. On prouvera de. même que 
AC:a 4 :::BC:^c::AE:ae::AD: ad* 
En général, la propriété des figures^ 

E Iy 
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femhlahUs ejè d*avolr toutes leurs di^ | 
menjions homologues proponionnelle\s% '] 
III* Cela pofé, s’il s’agifToit de dê^ ^ 
Crîre un polygone femblable au poly-* 
gone donné AB CD EF, & dont W j 
côté homologue à AB [Fi^, 34] firt 1 
donné , on prendroit lûr A B ( prolongé^ ! 
s’il étoit nécefïàire ) la ligne A h égale ) 

au' côté homologue à A B donné par | 

la luppolîtion. On mèneroit enluite dU 
point A les diagonales AC, AD, AB;^ 

& les parallèles hc à BC, cd à CD^ 
de à DE, e/^ à EF formeroient î« 
polygone demandé. Car, parla conftruo* 
aion , les angles des figures AB CDEF^ 
àbcdef font rerpeftivement égaux». 
D’ailleurs , leurs côtés (ont proportion- 
nels à cau(e des triangles (êmblables 
ABC, abc» & A CD, acd^ &c. Donc 
les figures abcdef^ ABCDEF font 
ftmblaoles» 
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J}&s Lignes proportionnelles. 

Les anciens Géomètres pratiquoient 
toutes les régies de l’Arithmétique à 
i’aide des lignes & des figures géo- 
métriques. S’ils avoient à opérer fur les 
nombres 4 & 8 , ils prenoient deux 
lignes dont l’une étoit égale à 4 pieds 
ou à quatre mefures quelconques , & 
l’autre égale à huit des mêmes mefures. 
Cet expofé limplifiera la thcorie des 
lignes proportionnelles , auxquelles on 
peut toujours fiibftituer des nombres» 
III. Lorfqu’une première ligne eft 
à une fécondé , comme une troifième 
eft à une quatrième, ces lignes font 
proportionnelles entr’elles# 

11^. Si la première efi à la fécondé» 
comme la quatrième à la troifième, les 
deux premières font réciproquement 
pflpportionnelles aux deux autres. 

^ 14,' Dans l’un & dans l’autre cas jj; 

Ey 
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celles-là (ont réciproques aux deux 
autres , qui font les extrêmes d’une pro- 
portion dont les deux autres font les 
.moyens. 

Il Si la première efl à la lecende, 
comme la féconde à la troifième , en a 
une proportion continue dont la fécondé 
ligne efl: moyenne proponiowiellc. 

lié. Cette proportion continue de- 
vient une progrefllon , lorique la pre- 
mière ligne efl; à la féconde , comme 
la féconde à la troificme , comme ceîle- 
,ci à la quatrième, & ainfi de fuite. 

En général, toutes les propriétés que 
nous avons démontrées fur les quantités 
proportionnelles , numérales & algé- 
briques, conviennent aux lignes qui ont 
entr’elles ce rapport. Au refle , il ne 
.s’agit ici que de proportions & progref- 
fions géométriques ; & c’eft la partie la 
. plus . effentielle des élémens de Géo- 
jnétrie, 

^ 1 1 7. Suppofbns d’abord, que fiir la 
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droite AB’ [Fig. 35] o" prenne des 
parties égales AD, DG, Gl,&c. & 
<jue l’on mène les parallèles D t , GH ^ 
IK, fur la droite AC; il eft clair 
que les pa,rties AF,FH,tKde cette 
droite, feront égales entr’elles : car fi 
on mène parallèlement à AC les li- 
gnes DE, GR, IS, les triangles: 
ADF, D GE, GLR feront ég?ux. 
Donc A F = D E = G R =: F H =1 
HK=i=&c. - . • 

. Onauradonc AD:AF::DG:FH:i 
G I : H K ; ' & par conféquent A P ^ 
fomme de tous les antécédens , efi à A Q, 
fomrae de tous les conféquens , comme 
un feul antécédent A D eft à fon confé- 
quent AF ; & comme un nombre quel- 
' conque de parties de A B efi au même 
nombre de parties de A C; par exemple- 
::AG:AH::AI;AK: : D 1 : F K , &c«^ 

■ - 1 1 8. Donc , 1°. fl deux droites AB 
. A C', ' font coupées pai: deux ou par 
un plus - grand .nombre'^ de patallèleSr 

E vj 
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FD, LM, leurs parties LD, FM^ 
feront proportionnelles aux lignes 'en^ 
tlères AB, AC* 

1151. Si deux triangles ABC, ahc 
font femblables \^Fig. ^ 6 J tous leurs 
côtés homologues font proportionnels. 

Car ü Tangie , & fî on prend 

fur AB la partie PB égaie au côté 
homologue en menant DF paral- 
lèle à AC, le triangle B DF fera égal 
au triangle aie. Or ( ii^). AB:BCt: 
BDrBF* Donc AB : B C t: aô: 

On prouvera de même que A B : A C tî 
ab\ac\ & que AC:CB::</c:t:A 
Donc les triangles femh labiés- ont tous 
leurs côtés homologes proportionnels, 

120* Réciproquement, lî les deux 
triangles ABC, abc ont tous< leurs 
côtés homologues proportionnels , je dis 
qu’ils feront femblables. 

Pour le prouver, prenons flir AB 
la partie DB égale au côté homologue 
& menons DF parallèle à AC«, 
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Le triangle BD F fera (èmblable au ' 
triangle ABC. Donc AB: BD;: AC: 
DF:: CB: B F, mais par la fuppofi- 
tion ABzaâ ouDB;:AC:tfc::BC; 

3 c. Donc DF = ^ 2 c, & BF = 3t;- 

Le triangle BDF eft donc égal & 
fèmblable au triangle a^c; & puifque 
le premier eft femblable à ABC, le 
fécond Tell aulli. 

I 2 I. Si deux triangles ABC y aâc, 
ont un angle égal B , ^ & les côtés au- 
tour de cet angle proportionnels , }e dis 
qu*ils feront femblables. 

Soit encore pris BD = a ^ y & on 
aura AB:BC;:a^:^(:::BD ou 
a^:BF, Donc BF = ^c; de même 
DF = ûc. Le triangle a^c' eft donc 
égal & fèmblable au triangle B D F , & 
par conféquent fèmblable au triangle 
ABC. On prouvera de même que fî 
les triangles ABC, a^c ont un angle 
égal, B = ^, & deux autres côtés 
homologues AB, AC, & aê 
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proportionnels, iis feront lemblables, 

N, B, Les applications de ces dix 
derniers numéros font la balè de la 
Trigonométrie j c*ell pourquoi nous les 
renvoyons à ce Livre. 

4 

122. La régie de double-faulTe-po- 
lîtion peut fè démontrer aulîi par les 
triangles lemblables : car Ibit repréfentê 
par A C = a le premier nombre fup- 
pofé : foit AB = 3 le YFîg<, 57] 
cond nombre. Si le nombre cherché eft 
entre ces deux-ià , on pourra le repré- 
fenter par AP = .'>r: & fuppofànt une 
droite indéfinie E G qui pafie par le 
point P , & qui fàfie avec A C un angle 
aigu quelconque , 011 aura C D = c 
pour marquer l’écart de ces deux lignes 
dans la première fuppofîtion ; ainfî CD- 
exprimera la première erreur , & 
BE = f/ exprimera la (econde. 

Or les triangles B PE & CP D (ont 
femblablesj donc BP:BE;:CP:CD,. 
«U — - A ; ; ; Æ — ce .qui donn® 
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fx-^hc = ad — dx ^ 
a d-\- h c 

, formule exadement la 

c-^d 

meme que celle que nous avons trouvée 
pour les cas où les erreurs ont des lignes 
contraires. 

Si les deux quantités (îippofées eulîent 
été moindres que AP', telles, par 
exemple , que AI & AB , on eût trou- 
vé deux erreurs de meme ligne , & la 
formule qui convient à ce cas-là. On 
trouve avec la meme facilité la correc- 
tion indiquée. 

1x3. De la propriété des triangles 
femblables il fuit que lî on divilè un 
angle quelconque A d’un triangle quel- 
conque ABC [FÎ£I-. 38] en deux par- 
ties égales ,par la droite AD, les côr 
tés AB & AC feront proportionnels 
aux fegmens B D D C« , 

.• Car foit B F parkllèie à AD, & qui 
lBncontee:;en:'F_lexôté AC prolongé. 
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on aura B D : D C : : F A : A C. Ôe 
l’angle D A C = D AB = AB F == 

B F C. Donc le triangle F AB eft 
cèle , & par conféquent F A = A 
Donc B D : D C : : B A : A C, 

124. Il fuit aulfi que les parties de r 
deux droites qui Ce coupent entre pa- 
rallèles , font proportionnelles. Voyez. 
Fig» 28. 

I2y. Si du (ômmet de l’angle droit 
A d’un triangle reftangle B ^ C oti 
abaiilê fur rhypothénufe BC la 'per- 
pendiculaire AD, il en réfuitera que 
les triangles B AD, ADC lêront fera- 
biables entr’eux & au triangle total 
BAC. 

tz 6 . Il en réiultera auffi que la per- 
pendiculaire AD lèra moyenne pro- 
portionnelle encre les fegmens BD, 
DC. 

127. Il en réliiltera enfin que chaque 
côté AB, ou AC du triangle redangle 
BAC lèra moyen proporûonnel entre? 
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l’hypotliénufe entière BC & le feg- 
ment adjacent à ce côté, c!eft-à-dire, 
qu’on aura B C : AB : : AB :B D , & 
BC:AC::AC:DC. 

Le triangle redangle B AD a ufl 
angle aigu B commun avec le triargla 
redangle BAC, Donc il lui eîl fem- 
bîable. Le triangle redangle ADC a 
aufïi un angle aigu C commun avec le 
iriangle BAC; il lui ell donc fem-. 
blable aufli. Or deux triangles lem-^ 
ii)lables à un même triangle , (ont fem-'^ 
blables entr’eux. Donc , &c. 

De la fîmilitude des triangles B AD, 
iAD C , ôn déduit B D : A D : : A D î 
i)C. Donc AD=^ = BDxDC. 

A caufe des triangles (emblables 
BAD, BAC, on a BD:BA:;BA: 
BC, & par la même raifon les triangles 
BAC, ADC donnent DC:AC:r 
A C : BC* 

Or de ces deux dernieres proportions, 
ISn tire AC*==DCxEG, & BA^=t 
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BDxBC. Donc BA^-f-AC^=: 
(DC-h.BD)xBC = BCxBC = 
B C\ 

Il 8. Et par conféquent dans tout 
triangle recîangle le quarré de Vhypo^- 
.ihénufe eji égal éi la fomme des quarrès 
des deux autres côtés , propo/îtîon cé^ 
Jèbre par. (à grande. utilité. Elle eft la' 
quarante- (eptième du premier livré 
d'Euclide. Nous en donrièrôns une autre 
démonftration dans le livre des furfaces. 

129, Soit par fuppolîtîon le triangle 
reâangle iforcèle BAC accolé à un 
femblable pour former un quarré ^ Ibit 
le côté AB=:rt, AC=r 3 , BC=i;, 
on aura = , d’où il (uifc 

que deux quelconques des cotés d’un 
triangle reétangle étant connus, le troi- 
fiènie l’eft immédiatement, Ainli. . . . , 

— 3*). Si a = '^, oh a 
c = a \/ Or dans ce cas, BC fe- 
roit la diagonale du quarré fiippofé dont 
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le côté AB feroit = a. Donc la duv 
gonale ejl incommenf arable avec. It 
coté du quarré* .. ~ 

130. De ce qui précédé , on peut con- 
clure que fl du-fomnict A {Fig, 59] 
d’un triangle quelconque ABC en' 
abailTe .flîr la bafe BC la perpendicu- 
laire A D , on aura cette proportion : 
la bafe B C eil à la fomme A C "4r 
A B des deux autres , comme leur difr 
férence AC — AB eid à la (bmme ou à 
la diiFérence DC^DB des lègmens 
DC,BD. 

( On doit prendre la fomme des leg- 
mens lorfque cette perpendiculaire 
tombe en-dehors du triangle. ) 

Car AB* — D B^ == AD^ = 
AC* — DC*. Donc AC* — AB* = 
pC* — DB*: ou (AC-f-AB)x 
(AC — AB) =(DC=PDB)x... 
(DC^DB); ou (AC-f-AB)x 
(AC — AB) = BCx(DC^DB), 
P’où l’on tire BC:AC-q-AE;; 
AC — AB : DC-l-DB. 
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£)es Lignes proponionnelles confidéiéeS,' 
dans le cercle. 

Après avoir confîdéré les lignes pro-i 
portionnelles lôus leurs rapports rcci-* 
proques , nous allons les confîdérer (bus 
leurs rapports avec le cercle, ainfi que 
nous ï’avons déjà pratiqué pour les 
angles. 

151. St d’un point quelconque M 
pris fur la demi- circonférence A MB, 
on mène la perpendiculaire MP fur 
le diamètre A B [ Fig. 40 ] , cette per^ 
pendiculaire fera toujours moyenne 
proportionnelle entre les deux fegmens 
ou ah fcijfes AP, P B ; en forte que 
Von aura toujours PM* = APxPB« 

Car fi on mène AM & MB, 
triangle A MB fera reftangle. Donc- 
iVl P^ == A P X P B. On a aufli le quarré 
AM* de la corde AM = APxAB. 

Soit le diamètre ABs= z , rablçiflg 
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iiVS=Xy ce qui donne xa — x pour 
l’autre abicilïè BP» Soit la perpeudi— 
culaire ou l'ordonnés PM=y> & 
nous aurons généralement 
f^xa — x)x=tax — *, équation 

fondamentale que nous rettouverops Tou- 
yent, 8c qui exprime la propriété (I 
connue du cercle^, d’avoir toujours le 
quatre de chacune de (es ordonnées égal , 
au produit des abfcilïès cortelpondantes. 
On l’appelle à caule de cela i egucitioti 
du cercle. , .Al^fcifes fîgnifie coupüs^ 

Si on eût fait PC =5: , c’eft à-dire , 
fi on eût mis Vortgine des abfciflTes au 
centre du cercle ^ alors on eut trouve 
*^ar le triangle reélangle CP IVl , 1 équa-» 
tion laquelle exprime 

la même propriété du cercle. 

Et fi au lieu d’appeler z ^ le dia- 
mètre ) on l’appeioit a ,Jes deux équa- 
tions précédentes deviendroient _yy=^ 
nx XX f & XX y ce 

qui reviendroit toujours au méme^ 
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Imaginons ‘maintenant la taiigênrè 
MT, & prolongeons l’axe AB jufjju’à 
ce qu’il rencontre cette tancrente au 
point la-ligne PT eft ce qû’on ap- 
pelle \?i'‘ fôatanghite . • ' • • 

Pour en trouver l’expfeïlion , rappe- 
lons-nous' <^ue le triangle’' C MT' efî: 
reftangle en M.’ On a donc TPxPC= 

-PM^' • . 

P M^. t Donc P T== . • Soit. . ^ 


CP = 

aa — - XX 

X 


■ ..... CP 

:v, & on aura PT 




-'Donc P T -H C P‘ i= 


ÇT = — ; — — . Ce qui donne cette pro-< 

' X . 

portion , CP : € A : : C A : C T. D’où 
il Cil facile de' connoître le point T, 
& par 'conféquent de mener la tangente 
,TM , le point M étant ' donné. ' 
Veut-on' maintenant avoir l’expreP 
lion dé la tangente TM? Le triangle 
T MC re.^angle en M donnera TM 
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151. Si deux cordes fe coupent dans 
vit' cercle ^ leurs parités feront réel-' * 
proquement ptoponiovJfielles , c’eft-à-« 
dire, qu’on aura GF: AF: :FB :FD, 
ou CFxFÏ)i=AFxFB ['Fijo-. 41], 

Car h on mene'^A'C', B D , lès trian- 
gles ACF , FBD feront fêmbiables , 
puifque i’an^îe CFA:=DFB, & que 
l’angle CDB = CAE. Donc CF’; 

AF : : F B : FD. • •• 

155. Si du memè point A' pris hors 
la circonférence d’un cercle [Fig. 4î]V 
on mène les deux fécantes AB , AC,’ 
leurs parties extérieures AD, KY. fe-‘ 
ront réciproquement proporiîonnelles' 
aux fécantes entières^ en forte que 
l’on aura AD: AE ;; AC; AB, Car F 


i 
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on mène B E , D C , les triangles A B E ^ 
ADC feront femblables, ayant outre 
l'angle commun les angles DBE, 
DCE égaux. Donc ’ADîAE::AGt 
AB. Donc ADxAB = AExAC* 
154. Si l’une des fécantes devient 
la tangente AM» cette tangente fera 
moyenne proportionnelle entre la fe* 
cante entière AB & (à partie exté- 
rieure AD [Fig, 45 ]•■ 

Car fi on mène MD» M B » les trian- 
gles AMD, AM B feront femblables » 
puiiqu’outre l’angle commun A » les 
angles A MD , AB M font égaux » ayant 
chacun pour mefure la moitié de l’arc 
MD. Donc AD:AM:: AM:AB, & 
-A.M^ s= AD X AB. Donc les deux 
tangentes AM, AN menées du mémo 
point A font égales. 

ïSI» Si quatre cordes forment un 
quadrilatère infcrit,le produit des deux 
diagonales BD, AC lera égal à la 
femme des deux produits de chaque 

Cot<? 
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côté par le côté oppofé, c^eft-à-dire, 
qu’on aura ACxBDsssBCxAD-H 
ABxCD 44]. 

Menons D E de manière que l’angle 
ADE==BDC, les triahgîes AED, 
B CD feront femblables , puifque par 
la fuppofition ADE = BDC, &que 
i’angle DAE=DBC. Donc BD; 


BC:AD: AE=: 


BCxAD 

BD 


• Or les . 


triangles B AD, ED C font auffi fem- 
blables , pulfque ABD = ACD, & 
que ADB = CDE (car ADB=i= 
ADE — BDE = BDC — BDË=s 
CDE). Donc BD;AB:: CD :CE== 
ABxCD 

— — Donc ^AE-HCE=4 



ABxCD-4-BCxAD 

BD 


.D’o4 


l’on tire A CxBD = A BxCD-f- 
BCxAD. 


Pour faire quelqu’application de cette 
Géométrie. Tome A 


« 
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propriété, foient les deux arcs AB, 
AD, & a^.ant mené DB, propofons- 
nous de trouver une é-iuation générale 
qui exprime le rapport qu’il y a entre 
AB, AD, DB & le rayon du cercle* 
Je mène par le point A le diamètre 
A C & les cordes B C , C D ; je nomme 
enfuite AC(z/z), AB (/^), AD(^:),- 
BD(i/) ; cela pofé , le quadrilatère 
inlcrit AC BD donne 2i2r/=ADx 

BC-4-ABxDC; or BC = 

V^CCA*— -AB^), & DC== 

|/(CA^ — AD*). Donc zadz=i 
c- \/ ( 4 ) -{- h ^ ) , 

équation générale par le moyen de la- • 
quelle on peut réfoudre les problèmes 
fui va ns. 

Problème J, Etant donnée la corde 
AB d’un arc, trouver la corde BD 
du double de cet arc ? 

" On a dans ce cas b = c* Donc ds=s 
b 

S D = — y/ ( 4 — /'* )• 

a 

» 

« 
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Problème IL Etant donnée la corde 
BD d’un arc, trouver la corde AB 
de la moitié de cet arc ? 

Soit X la corde cherchée AB, &’ 
aura ad==x\^ (4^* — Donc on a 


l^~ 

x=v nr — 


]/^ 4 — tP cP =i 


Problème 111. Etant données les cordes 
'A B , A D de deux arcs , trouver la corde 
BD d’un arc BA D égal à leur fomme \ 

" On a BD = c/= \/ (4<z* — lr\ 

^ a 

n, 

h 

H h 

Z a 

Problème IV, Etant données les 
ccrdes BD, AB de deux arcs, trou- 
ver la corde AD d’un arc égal à leur 
clifférence ? 

Soit AD==i:=5: , on aura zadz=s, 

y \/ ( 4 ^ ^ ( 4 ); 

D’où l’on tire x = 

Fij 
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y/( 4 — 7. . . , 

2 a 

b 

V/(4^2* — d^), 

X U 

Remah^ue, Ces quatre problèmes, 
ibnt d’un grand ufâge dans la Trigo-j 
nométrie pour le calcul des finus. 

Solutions de quelques Problèmes 
fur les lignes proportionnelles. 

Problème I, Etant données trois 
droites a, b, c , trouver une quatrième 

proportionnelle ? 

a 

Ayant mené deux droites AD, AE 
qui falTent entr’elles [Fig- 45] un angle 
, quelconque, je prends liir AD la partie 
AB=:=^, & AD = t7, je prends en- 
luite fur AE la ligne AC = 3 , & 
ayant mené CE, je tire DE parallèle 
à CB. Cela pofé, je dis 'que AE eiji 
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Ja quatrième proportionnelle demandée*? 

Garnies triangles A CB, AED Ibnj 
fêmblables* Donc AB : A G : : A D s 

hc ^ \ 

A£ = , On eût- trouve la meme 

a 

Ghofs par l’interfedioa de deux droites 
entre parallèles., 

' S’il falloir trou ver une troifième pro>^ 
gortionnelle à> deux droites données tt 
êc b y il. ell évident que la conjlruc- 
tion feroit toujours la.méme* Il faudroit 
{èulement prendre AD,=AC« 

137. Problème. !!• Trouver entre 
deux droites a ^ b une -moyerme pro- 
portionnelle \/ab»^ 

Avant mené la ligne ihdéfi-nie*APB,v 
jè prends fur cette ligne 4^] 1* 

partie AP = a, BP==^> & je décris^ 
une demi-circonférence fur. le diamètre 
AB. Celapofé, il ell clair que. la per»- 
pendiculaire P M menée par Le point 
jde diviüon f fera la moyenne propoj;— - 

Fiii 
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tionnelle demandée; car P M*=:AP;i 

PB. 

138. Problème III. Divifer une 
droite donnée a de la même manière 
qu’une autre droite AB eft divifée 
[Fig, 47]. 

Par' l’une des extrémités A de I3 
droite AB je mène AC égale à la droite 
donnée , & qui falfe.avec A B un 
angle quelconque. Enfuite, je tire CB, 
& des points de üivifion I , F , D de 
îa ligne AB, je mène parallèlement à 
C B les lignes DE, FG, IH qui di- 
viferont AC de la même manière que 
!a droite AB efl divifée. Car les lignes 
BC, DE, FG, IH étant parallèles, 
on a AB:AC:: Al; AH:; 1 F:HG!; 
FD:GE::DB:EC. 

139. Problème IV,. Divifer une 
droite AB en un nombre quelconque 
n de parties égales [ Fig 48 3 ? 

Par le point A on mènera la ligne 
îndéfinie AC fur laquelle ayant priç 
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tin nombre n de parties égales de telle 
grandeur que l’on voudra AE, EG> 

&c LC, on mènera par l’ex- 

trémité C & par le point E la ligne 
CB. Cela pofé, les lignes L K , IH ,&c. 
parallèles à CB diviferont la ligne 
AB en un nombre n de portions égales. 

Car AB:AC::AD:AE::DF:EG:: 
FH:GI, &c. Or, par luppofition , • , 

AE==EG = GI = IL== — AC, 

n 

Donc AD = DF=FH=— AB. 

( 

n 

I 

104. Prohlême V» Diviler une droite 
donnée AB en moyenne & extrême 
raifon ; c’eft-à-dire , de manière que 
le plus grand (ègment FB foît moyen 
proportionnel entre la ligne entière AB 
& le plus petit fegment A F {Fig- 49 ]? 

Par l’extrémité A 'de 'la ligne AB 
cievei la perpendiculaire AC=7AB , 

& ayant mené CB i prenez FB=CB-t" 
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AC: la ligne AB fera divifée eni 

moyenne & extrême raifon au point F. 

Car CB» ou FB»-*-zACxFB-i- 
AC»=:AC^-hAB». Donc FB»=i 
AB»— ,zAC xFB = AB» — ABx 
FBsssABxAF. Donc AB;FB:t 
FBtAF. 

Cànflruéïîon géométrique des équations 
déterminées du premier & du fécond, 
degrés 

Parmi les decouvertes qui' ont rendu. 
Defeartes lî célèbre , il n’en eil point 
qui ait plus coruribué aux progrès de^ 
Mathématiques , quç celle de l’a.ppU- 
cation de ÜAlgèbre à la Géométrie* 
Les conjlrucliùns géométriques, font 
partie de. celte application ; mais nous 
nous bornerons, ici. à celles, des équa- 
tions du premier & du fécond degré., 
14 uConllruire géométriquement uneî^ 


D 



de Géométrik.* ïof 
équation , c’eft trouver en lignes les va- 
leurs de l’inconnue. 

Si l’équation n'eft que linéaire, ouf 
6u premier degré , on déterminera tou- 
jours la valeur de l’inconnue par la feule 
ioterlèdion des lignes droites. 

Si réquation eft quadratique^ ou dür 
fécond degré (auquel cas l’inconnue doii 
avoir deux valeurs ) , on les trouverâf 
• par l’interfêélion de la circonférence 
du cercle avec une ligne droite* 

, Mais fî l’équation, à conftruîre elF 
plus élevée, il faut alors (ê ftrvir ds 
différentes courbes dont le choix & 
l’ufage entraînent beaucoup de difficul- 
tés. Celle de les décrire exaftement eiî 
, û grande , que les réfultats donnent des ' 
racines bien moins approchées, que ceùx 
des méthodes purement algébriques. 

141. Si on a — =.x, on prendra (151) 
b 

|ine quatricpie proportionnelle à 3 5 a,^- 
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£•, & on aura la valeur de x. Si on 4 

I 

abc a b 

X = , on prendra m = , 


de 


lenHiite n = 


c m 


, & on aura nz=.x^ 


^ ahcd 

De même Ce conftruit en pre- 


^fë 

liant une ligne m 


ah 


, enfuite 


cmd 

.une ligne «=' — ^ ; & on a n: 


; & ainlî des autres. Ce lêroit 


ahcd 

^fg 

la même choie , fî on avoir à conflruire 
a a a^ 


h h* 


, &c. 


145. Mais fi on a une fradion 
’Conftruire dont le numérateur (bit com- 

ahc-^ccd-irninp 


plexe, comme 


rq 


W-f. 



DE Géométrie, lof 
ofi, prendra, par ce qui précède, une 


il 


h c 


. «A, W 

ligne k = ^ une ligne i = 

rq 

ccd mnp 

, enfin une ligne /== — 


rq 

8c en ajoutant k, i, /, on aura une; 
ligne égaie à ia fraftion propofée. 

144. Si le numérateur & le déno- 
minateur ,étoient complexes , commô 
a k c -f- cfg 

— prendroit une 

> mk~\-nh 

ligne .J & la fradion 

m 

propofée deviendroit — ^ h 


dans 


ml ml 

que l’on conftruiroît comme ci-defTus. 
De même, fi on avoit a; 
nh cc -t- q'i h -f- no qk — m'i p 
- — , on 


I — ktq 


cm.: 


kl 


prendrait une ligne 
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cmd 

„ — , & on auroit x=-- 

gk okn P 

7 k’ 

Çonftruiroit comitie ci-deflus. 


ahcù 

H 

fA<i 

que Ton 


14 J. Au refle, il y a plufîeurs cas- 
où la conftrudîon eft plus facile que 
}>ar les méthodes précédentes ; nous en 
allons donner quelques exemples* 
ah~^hc 

Soit A?=i' — * . au lieu dft 

flécompofer cette fraâîon en deux autres 
ah hc 

— J — , on prendra un# 

c-\rd c-i~d 

quatrième proportionnelle à 
Æ-f-c, h^ & on aura la valeur de Xt 

a h h 

Soit ^c=== — , on prendra 

c 

tine quatrième proportionnelle à c , 
a^hy ^ on aura x, 

Soii 
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abcc — aabb 

Soit encore ; on 

a bc ■+‘C^ 

* . 

prendra une ligne m = ; & on 

c 

c m — mm 

aura 5r= d’où en pren 

m-hc 

nant une quatrième proportionnelle à 
/n, on aura la valeur 

de X* 

Nous ne nous arrêterons pas à éclaîr*^ 
cir ces exemples par des figures ; cela 
ne peut avoir aucune difficulté. 

- 146. Voyons donc comment on peut 
conftruire les radicaux du fécond degré* 
Si on avoit d’abord xx=:am, ou 
x = y' am y il faudroit prendre une 
moyenne proportionnelle entre a 8c m y 
& ce féroit la valeur de x. Si on avoit 
x = y/{ab-h bc)y on prendroit entre 
h &L a-\- c une moyenne proportion- 
nelle qui féroit égale à 

Géométrie, Tome I, G 


DIgitized by Google 



no. 


L K M E W s 
,De meme , lî on avoir x 
\Z{a^ -h l> c) , on prendroit m =rt 
J> c * 

5 & on auroit :x =Y a { m') 
a 

qui fê conlîruiroit Gomme dans le cas 
précédent. 

I47t Soit malmenant :ç=. 

Ai/) , on prendra m=.* 

hd 

^ & on aura x = \/ a^c-^my» 

a 

Si on avoir x = \/{a* — ) , ort 

prendroit une moyenne proportionnelle- 
entre iz-f-A S: a — A, & on auroit la 
valeur de On peut aufli condruire 
l/( — A') de cette autre manière. 

Soit dtcritç du diamètre AB = iE 
une demi-circonférence hQ.^ [Fig. yo], 
je dis, .que fi on y inicrit la corde 
AC = A, en menant CB, cette ligne 
lèra ■=.\/{a^ — A^). Car le triangle 
A CB efi reftangle. z 

Si on avoir à eonfiruire \/ (a*-f-A*) > 
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<on prendroit m = , enfuite une 

, ^ I 

moyenne proportionnelle entre a, & 

mais il eft plus fîmple de cons- 
truire un triangle redangle A C B , dont 
les côtés AC, CB Ibient û , & b \ 
rhypothénufe AB fera égale à 

S’il y avoit Ibus le radical propofé , 
pliïs de deux termes comme dans..,, 
{ab-^- b c df) y on prendroit (13*?) 
ab b c 

77 z = -- 1 ; — H/, & le radical 

d d 

deviendroit 1/ am y quantité facile à 
conftruire. 

Si on avoit.. 

x'=‘^ r d) y on 

prendroit n = c — -t 


a 


rd 


y Sc on auroît <ie= an, 

Gij 
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148. Soit l’exprefTion à coniîrulre^ 

t 4 -&c.) ; au liei/ 
de faire comme dans la méthode pré- 

cedente m — 1 , &c. on 

a a 

prendra AB = t/; enfiiite on mènera 
BC=/^ [Fig. ÿi] perpendiculaire à 
AB, & on aura C A* = û*-J-^*. Si 
on mené CD = <: perpendiculaire à 
CA, on aura AD^ = a^ -i- c^. 
En menant DE = ^ perpendiculaire 
à DA, on aura AE* = H-. 

&c. &c. d’où il eft évident 
que la dernière hypoténufè AF fera 
\/ { -i- ^ 8 cc,). 

' S’il y avoit dans cette expreflion quel- • 
ques quarrés négatifs , on prendrolt , 
par ce qui précédé , un lèul quarré m* 
égal à la fomme des quarrés pofîtifs, 
un autre quarré égal à la fbmme 
des quarrés négatifs , on aurolt enfuite 
à conllruire — n^), ce qui eft 

facile. 
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14^'. On peut réduire à la confiruc- 
tîon que nous venons de donner toutes 
les autres quantités radicales. Si on a, 
par exemple,\/( 3 ^:^-a/n-f■^fn — cq\ 
on prendra t ^am-=zk^ , dn=l^^ 
c q ==. y & on' aura à conftruire 

- S’il y a des fradions (bus le radical 
propofé.il fera aifé de s’en débarraflTer, 
Qu’on ait, par exemple, 

b-\-c 

ab cd 

dra = 771 , =n , & on 

b -i-c b-^ c 


^ , on pren- 



aura A; = v/(^/7z4-</n), quantité fa- 
cile à confiruire. 


Suppofons maintenant qu’on ait x-==. 
7 /" ( ccff^ddff\^ 


prends c c-^ dd = mm^ 

y'( 4 ^-hCi/) = /z, & j’ai,. 

G uj 
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fm 

prends /?=: 9 & j*aî,.., « 

n 

x=\^{aa^pp)^ 

ifo. Nous avons (iippofé jufqu’icî» 
1°. que la quantité donnée étoit homo- 
gène : fi elle ne l’étoit pas comme 
û. 5 — tr h . 

-,on la rendroit telle, en mul- 


-h c 

tipllant (es termes par différentes puif^ 
fances d*une ligne l qu’on regarderoit 
Comme l’unité » ce qui ne changeroit 
pas la valeur de la quantité. On auroit 

a-i-hPb 

donc dans cet exemple , 

le 

quantité homogène & égale à la propo- 
, a^c~^ahi — d 

Ice. M on avoit , on 

— c 

rendroit cette expreffion homogène en 


»» .♦ 1 
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récrivant ainfi 

a^c~^alh^ — l^d 

-, &c. 

b ^ ci^ L — c 

151. Nous avons (iippofé, 2®. que 
la quantité donnée n’étoit que d’une 
dimenfion; fi elle en avoit plufieurs, il 
ne feroit pas difficile de la réduire à 
une feule quantité monoméde la même 
dimenfion. 

Qu’on ait , par exemple ?.. 

ah c cfg 

; je prendrois ( 140 ) 

m 4- 7t 

ab-\-fg 

/; = — — , & j’aurols. 

m-\-n 

ah c c f g 

P c = ^ — • 

m.’\rn 

152. S’il entroit deux radicaux dans 
la quantité propofée , comme dans... 

V/ [//-+- À: — on pren- . 

droit — hh) = Cj enfuîte..*^- 

“1" ^ ^ =• 

Giv 
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V[ff'^g\/{kk — hb]. Si on avoît 
a conftruire \/a^c, on ferolt ac=iTn\ 
& on auroit \/ {a^ m^) ~ y/ am 

Enfin fi. on avoit, . 

bcfk — on pren- 
/g tc/k 

H /j & 


tlroit /n = 


a a 5 

le radical puppofé deviendroit 
•quantité facile à confiruire. 


En général , on voit que toute quan- 
tité dans laquelle il n’entre que des 
radicaux du fécond degré , ou même 
du quatrième , ou du huitième , &c. 
peut toujours être confiruite par le 
moyen du cercle* 


• ©e4a il fuit que toute équation 
du fécond degré , peut être réfolue par 
le moyen du cercle. En effet, l’équa- 
tion XX — P X =zqq ^ qui peut re- 
préfemer toutes celles du fécond degré, 
donne x = \p "h* ^<j) » 

quantité facile à conflruire par ce qui 
précédé. 



D.E Géométrie. ^7 

1^4. Pour donner quelques exem- 
ples , propofons - nous de mener du 
point donné A hors des parallèles E B , 

CD la droite AK, de manière que 
la partie Kl interceptée par ces pa- 
rallèles (bit égale à une droite donnée 
e \_Fig. ' 

Soit menée AF perpendiculaire fiir 
les parallèles EB, CD, & foit,... 
AF=æ, FG = 3 , FK = v^. On « 
aura AK=v^(a*H-3c*):AF(<2) 

IK(t:)*FG(^)> <1*0“ 1*0“ tire = 

h 

& par conféquent a;= 
a 

y/ ( , ce qui donne cette 

condrudion. 

Du point G comme centre & d’un 
rayon égal à la droite donnée c , foit 
dé:rit un arc de cercle, qui coupe en 
H la ligne FB, je dis que AK parai- - 
lèle à GH (èra la ligne demandées. 
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Car FG (^) :AF (<2) :: 

FHv/(c-^ — ^3) :FK(:v) 

4X t * 

— b h). Il eft pourtant à 

remarquer que l*é.]uation 

a c . ■ 

'~r' = J donne «:==—, 


a 

{c c —^bb) au/fi bien que :c=: 


« 


~\/{ccf^bb) 

P 




Mais pour lavoir ce que Fgnifîe cette 

valeur négative ^y/(^cc — h b ) , 

îl faut obfèrver que l’arc de cercle dé- 
crit du centre G & du rayon G H = c,' 


coupe la ligne F B en deux points M 
& H. D’où il luit que A R parallèle' 
a M G n’efi pas moins propre à rélbudre- 
le problème, propofé que A K j c’eft 
donc FR égale & direélement oppofôa 


1 byT'TOOÿle 



de géométrie. IIP 
à FK, qu’exprime la valeur négative 

b 

D’où Ton peut conclure en général 
■que lorfque le réfiiltat d'un calcul 
donne une valeur négative de Vinçon- 
nue , cela fignlfie quon doit prendre 
cette inconnue dans un fens oppofé à 
celui où. on Vavoit prife d’abord» 

ijf. Soit propofé maintenant de dé- 
crire un cercle qui pafTe par les deux 
points donnés A & B , & qui touche la 
droite CF donnée de pofition [ Fig, f 5 ] ? 

Le problème Ce réduit à trouver le 
point M où le cercle touche la droite 
CF ; car ce point étant trouvé, fi on 
fait pafler une circonférence de cercle 
par A , B, M , elle fera la circonférence 
cherchée. 

Soit menée par les points A & B la 
droite ABF qui rencontre en F la 
droite CF, & lôit divifce AB en deux 



lîO É L É M E « s , &c« 
egalement au point D ; en nommant 
FM(.r), FD(a), AD=DB=^(i3g), 
on aura 5 :jc = BFx AF = rt* — h*» 
D'ou = ce qui donne 

cette conftruâion ; 

Sur le diamètre DF foit décrite la 

I 

demi-circonférence DGF, dans la- 
quelle, fî on inlcritla corde DG=DB, 
)e dis que G F fera égal à F M , car 
FG = \/(û^ — ^=‘)=FM. Or le 
le point M étant déterminé, le pro- 
Wcniô eft rélblu* 


Fin du premier Volume^ 
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